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Introduction

De trés nombreux problémes logiques, d’'aide a la décision ou issus denléngédes systémes
sont des problémes combinatoires. Il s'agit de problémes de décisiolmiimisation de nature ex-
ponentielle : Si on étend linéairement la taille du probléme (par exemple, enrdjouia variable ou
une valeur), on multiplie le nombre d’hypothéses a envisager pour néstaidrobléme. lls sont donc
extrémement difficiles a résoudre, pour un humain comme pour un ordineteeécessitent I'utilisation
de techniques avancées d'intelligence artificielle ou de recherchetiopéelle pour étre résolus par un
ordinateur.

La programmation par contraintes (PC) a été développée dés les anadiesdedéussir a formaliser
facilement et a résoudre informatiquement de tels probléemes. Les lardmpesgrammation logiques,
comme Prolog, ou fonctionnels, comme Lisp, sont des langages déclgratitgposition aux langages
impératifs classiques comme Ada ou C. L'objectif derriére ces langagasgemmmation déclaratifs est
de définir une méthode de programmation « intelligente », ot un utilisateur nert equrait qu’'a dé-
finir sa problématique a I'ordinateur et obtenir immédiatement une solution.dreaides scientifiques
ayant trait au développement de tels systemes ont été depuis regroupdagpellation « Intelligence
Artificielle ».

Le probléme de satisfaction de contraintes (CSP pour Constraint SatisfRctiblem) se situe au
coeur de la problématique de la programmation par contraintes. Etant donngbi@ne combinatoire
guelconque formalisé sous forme d’un réseau de contraintes et deleayitobjectif est de déterminer
s'il existe une solution au probléme, c’est a dire une instanciation d'ueaena chaque variable de sorte
gue toutes les contraintes soient satisfaites. Le probléme de satisfactiontdentes reste un des pro-
blemes combinatoires de référence. Il appartient a la classe de com@NaXjtée qui signifie que I'on
conjecture trés fortement qu'il n'existe pas d’'algorithme capable deidés@e probléme en temps po-
lynomial, mais qu'il faut obligatoirement utiliser des algorithmes dont les compgegitéemps et/ou en
espace évoluent exponentiellement avec la taille du probléme. Le problésatisfaction de contrainte
est aussiV P-complet, ce qui signifie qu'il capture toute I'essence des problémes catobis. Tout
problémeN P (qui inclut les classes de complexités plus « faciles ») peut étre formalisé@mne d’'un
CSP. En améliorant les techniques de résolution pratiques des CSP, onraraiélgd notre capacité a
résoudre tout probléme combinatoire. Ces méthodes sont d’ores etitiéfes dans de nombreux do-
maines industriels, comme la planification, 'ordonnancement, le diagnosticniod’erreurs dans
les circuits électroniques, etc.

Deux approches sont couramment utilisées pour résoudre les proldlésegssfaction de contraintes :
I'inférence et la recherche. Les méthodes d'inférence utilisent dgwiptés du réseau de contraintes,
appelées consistances, pour déduire des informations complémentaisgsment des valeurs ou des
multiplets de valeurs ne pouvant conduire a une solution. Ces méthodesttpatre@ particulier de
réduire fortement la taille du probléme, afin de faciliter le travail de reclersystématique (expo-
nentielle) ou incompléete. Les méthodes de recherche tentent de minimisecées@xplorer afin de
découvrir une solution, ou de prouver I'absence de solution a un pnebl®n utilise pour cela essen-
tiellement des heuristiques, c’est a dire des méthodes capables d'deapestinence des différentes
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Introduction

hypothéses qui seront effectuées au cours d’'une recherchectherche peut étre systématique, lorsque
I'on essaie d’explorer totalement les conséquences de I'attribution dalear a une variable. Une autre
approche possible serait d'affecter une valeur a chaque variatdeseasoucier des contraintes, puis en-
suite d’essayer d’améliorerdparer) la solution jusqu’a ce que toutes les contraintes soient satisfaites.
Les réparations sont alors faites sans ordre précis, laissant ainsaximum de liberté de choix aux
heuristiques, mais en perdant la certitude d’atteindre une solution etbawngy I'absence.

Dans le premier chapitre de ce document, on trouvera la formalisation diéprbe satisfaction de
contraintes, ainsi que plusieurs exemples de problémes simples, une défiritios notations et enfin
un rappel des principales propriétés qui seront exploitées dans a&se thous développons ensuite
un certain nombre d’améliorations aux différentes techniques d’inféretnde recherche précedemment
décrites.

Le deuxieme chapitre présente les contributions que nous avons déedogpp I'inférence, toutes
basées sur la consistance d’arc. Nous avons d’'abord cherchédiaraniés algorithmes d’établissement
de la consistance d’arc eux-mémes. Nous sommes ainsi parvenus, dasslés contraintes binaires, a
une optimisation simple de I'algorithme qui semble le plus rapide aujourd’hui,’AC@race a l'utilisa-
tion des opérations bit-a-bit, nous pouvons profiter au maximum des penfices des microprocesseurs
des ordinateurs. Afin de traiter efficacement les problémes impliquanbdesites de tres grande taille
(en particulier les problémes d’ordonnancement et de planification}, amns ensuite étudié les pro-
priétés de différentes consistances de domaine bien connues (carsidtart, singleton consistance
d’arc ainsi que la consistance de chemin restreinte) lorsque leur stffeh@&é aux bornes des domaines.
Nous donnons ici des résultats théoriques ainsi que plusieurs résyfiatameentaux sur diverses séries
de problémes industriels. Finalement, nous décrivons les travaux qeeawons effectués autour d’'une
nouvelle forme de consistance nommeée la consistance duale. Définie a gampnogriétés de la consis-
tance d’arc, celle-ci est équivalente a une autre propriété largermeliée par la communauté scien-
tifique : la consistance de chemin. A la lumiére de cette nouvelle définition, mopsgons plusieurs
algorithmes permettant d’établir la consistance duale (et donc la consistarademin), et montrons
gu'ils sont en pratique plus rapides que les meilleurs algorithmes établissantdistance de chemin.
La consistance de chemin a le défaut bien connu de nécessiter de modsfierclare du graphe en
ajoutant un grand nombre de contraintes pour étre établie, pour un ésdtiportant tant en temps
gu’'en espace. Pour limiter cet inconvénient majeur, une variante limitatibfade la consistance de
chemin aux contraintes déja présentes dans le réseau initial avait déjo@éde sous le nom de «
chemin consistance conservative ». Nous avons établi formellement gaedate conservative de la
consistance duale est strictement plus forte que la consistance de chesenvative, et I'algorithme
établissant la consistance duale conservative reste également plesaapicatique que les algorithmes
établissant la consistance de chemin conservative.

Le troisieme chapitre est dédié aux travaux gue nous avons réalisés@egonéthodes de recherche.
Notre étude s’est orientée selon deux axes. Tout d'abord, nouss ayerché a équiper I'algorithme
systématique MAC d’une heuristique de choix de valeurs, sujet peu@dart la littérature. Pour cela,
nous sommes partis des heuristiques utilisées pour résoudre le problémenSAitre problemev P-
complet similaire aux CSP. Il existe plusieurs simples conversions de CSFS»&r En combinant la
formulation générale de I'heuristique de branchement de Jeroslow-Wandeux faces » avec deux
techniques de codage d’'un CSP en probléme SAT, nous retrouvorgldsuneuristiques de choix de
valeurs existantes pour les CSP, et nous en déduisons de nouvellemu@elles heuristiques exploitent
la bidirectionnalité des contraintes et les propriétés des branchementsbriééctués par I'algorithme
MAC. Finalement, nous avons étudié une simple hybridation entre un algorittmecterche locale
travaillant par pondération de contraintes (méthode Breakout) et I'algmigystématique MGAC. En
faisant correspondre les pondérations obtenues par la recherzthe éwvec les pondérations utilisées
par I'heuristiqgue de choix de valeulsm /wdeg d’'une part, et en enregistrant les réfutations effectuées
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par MGAC d’autre part, nous obtenons un algorithme hybride simple maibleaga résoudre plus de
problémes que MGAC.

De maniére transversale, 'ensemble des techniques développéegadeaette thése ont été im-
plantées dans une nouvelle bibliothéque (API papplication Programming Interfaceu Interface de
Programmation) de résolution de CSP pour les applications Java. CettetAlBtete dans le quatrieme
et dernier chapitre de cette thése. Nous décrivons notamment |'utilisatibARIepour résoudre des
problémes d’'Open Shop ainsi que pour extraire des noyaux minimalematisfiables a partir de CSP
surcontraints.
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Chapitre 1

Introduction aux Problemes de
Satisfaction de Contraintes

Ce chapitre introduit les notions formelles de variables, contraintes,wésieacontraintes et pro-
blemes de satisfaction de contraintes, en indiquant les notations et lee@E®pe base. Nous donnons
plusieurs exemples de problémes simples, d'origine industrielle ou acadéraique de rappeler les
notions de complexité algorithmique qui sont au cceur des problématiquedlidémtee artificielle.

Nous effectuons ensuite un rapide survol des principales proprie@gaithmes permettant de
résoudre en pratique le probléeme de satisfaction de contraintes, etteul@arla consistance d’arc
(AC) et I'algorithme systématique maintenant la consistance d’arc pendestHarche (MAC). Nous
indiquons également les propriétés de consistance nous permettaattieffdes inférences sur les
réseaux de contraintes, et des notions sur la recherche locale paiisfaction de contraintes. Ces
propriétés seront développées dans la suite de cette these.

1.1 Problemes de satisfaction de contraintes

Les problémes de satisfaction de contraintes (Constraint Satisfactioefsotu CSP) sont au coeur
de la programmation par contraintes. Le probléme a résoudre est fornmlisé pnsemble de variables
et un ensemble de contraintes formantréseau de contraintgonstraint Network ou CN). L'objectif
du probléme est de déterminer s'il existe une valeur pour chaque vasrdlblgue toutes les contraintes
soient satisfaites. Les variables peuvent étre définies sur un domatieudg- R) ou discret C 7). Les
contraintes peuvent impliquer un nombre arbitraire de variables.

Un CSP est avant tout un probleme de décision. La réponse attendsmitesvrai », si il existe
une solution, soit 4aux » si aucune solution n'existe. Cependant, en pratique, c’est géménatida
découverte d’'une solution valable qui est recherchée. Des varidmtpsobléeme de base existent, qui
sont davantage tournées vers l'optimisation : par exemple, le problemeCEBxeonsiste a trouver
une solution optimale, qui satisfait le plus de contraintes possible. Une fordttigtimisation peut
également étre associée a un CSP simple. L'objectif est alors de troevsolution valide qui minimise
ou maximise le résultat de la fonction d’optimisation.

1.1.1 Formalisation

Par la suite, on s’intéressera aux CSP discrets, c’est a dire aux Gl dibmaine des variables

consiste en un ensemble fini de valeursZ). Pour chacune des notations introduites dans cette section,

on trouvera un exemple basé sur un réseau de contraintes simple adelé&bséection 1.1.2.
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Chapitre 1. Introduction aux Problémes de Satisfaction de Contraintes

Définition 1 (Réseau de contraintes)n réseau de contrainteSg@nstraint Networkou CN) est un couple
(Z,€)ou:
— 2 est un ensemble fini de variables; A chaque variablest associé un domaimh)mP(X),
indiquant I'ensemble de valeurs autorisées p&ur
— % est un ensemble fini de contraintes.

Le domaine d’une variabl& du réseauP est notédom” (X) mais quand ce sera possible sans
ambiguité, on noterdom(X) au lieu dedom? (X).

Chaque contrainte met en jeu un nombre quelconque de variables.hlelesdes variables impli-
quées par une contrainte feopede la contrainte) sera notérs(C'). Le nombre de variables impliquées
par une contraintdyars(C)|, est appelé I'arité de la contrainte.

Définition 2 (Instanciation) Etant donné un CN° = (.27, %), une instanciatiod d’'un ensemble de
variables distinctes notéears(7), tel quevars(l) C 27, est un ensemble de couples ou a chaque
variableX € S est associée une valeure dom(X).

On noteraX, un couple(X,a), X, € I sile couple(X,a) apparait dans l'instanciatiohet X €
vars(]) si X apparait dans I'un des couples de l'instanciatiorLa longueur d’une instanciatioh
correspond au nombre d’élémentside

Définition 3 (Contrainte) Une contrainte portant sur les variabless(C') est une application de I'en-
semble des instanciations telles ques(C') = vars(I) dans le domaine des booléepsai, faux}. A
chaque contraint€’ du CN P sont associées deux relationsl” (C) indique 'ensemble des instancia-
tions devars(C') autorisées par la contraintet” (C') I'ensemble (complément) des instanciations de
vars(C') interdites par la contrainte.

De méme que poutom (X ), on noterael(C') au lieu derel” (C) etcfl(C) au lieu deci” (C') quand
ce sera possible sans ambiguité.

On dira qu’'une instanciatiol est consistante ssi toutes les contraindeselles quevars(C) C
vars(]) sont satisfaites par I'instanciation. On notera que si une instanciati@st pas consistante, alors
toutes les instanciations telles quel C I’ seront également inconsistantes. Une constrairgst aussi
satisfaite par une instanciatidr(telle quevars(C') C vars(I)) si et seulement siJ € rel(C) | J C I.

Une contrainte peut étre définie « en intention » par une formule mathématiquyeatque, les
contraintes sont souvent définies comme une application du produitieartitsdomaine des variables
vars(C) vers les booléens. L'ensembtlers(C') étant ordonné, la contrainte peut alors étre définie « en
extension » par une liste des multiplets autorisés ou interdits. Par exemple, sbntnainte porte sur
les variableg X, Y"), alors l'instanciation{ X,, Y3}, est autorisée par la contrainte ssi elle autorise le
multiplet (a, b). On pourra alors notgi, b) € rel(C).

Un réseau normalisé est un réseau dans lequel il n’existe pas demaictEs portant sur un méme
ensemble de variable3(C1, C2) € €2 | C1 # Cs A vars(Cy) = vars(Cy)). On considérera en général
uniquement les réseaux normalisés sans perte de généralité, puisoliljesrs possible de regrouper
les contraintes de ménseopepar conjonction.

Le probléme de satisfaction de contraint€eifstraint Satisfaction Problewu CSP) consiste a dé-
terminer si une solution au CN existe. Une solution est une instanciation deilligre des variables du
CN telle que toutes les contraintes soient satisfaites. Un CN n’admettant pakitien est dit incohé-
rent ou insatisfiable. Un CN admettant au moins une solution est dit coloéreatisfiable. Il s’agit d'un
problémeN P-complet (voir section 1.1.4).

Définition 4 (Contrainte, CN binaires)Une contrainte binaire est une contrainte impliquant exactement
deux variables. Un C = (2, %) est binaire quand il implique uniqguement des contraintes binaires :
VC € €, [vars(C)| = 2.
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1.1. Problémes de satisfaction de contraintes

Un CN peut étre caractérisé par plusieurs grandeurs : le nombre idelgaret la taille maximale
de leurs domaines, le nombre de contraintes ou la densité du CN dans lerc&iN\binaire, la dureté
(tightnes$ des contraintes. La dureté des contraintes est surtout prise en coamstéed problémes
aléatoires afin de mettre en évidence le phénoméne de seuil.

Nous utiliserons les notations suivantes :

— n : le nombre de variable du probléme

— d : lataille du plus grand domaine

— e le nombre de contraintes

— k : l'arité maximale des contraintes

— D :ladensité d’'un CN binairee( C2? = 2¢/(n? — n))

— t:ladureté d’'une contrainte, définie comme le rapport gnffe”)| et le nombre d’'instanciations

possibles dears(C) ([T x cyars(c) [dom(X)]).

— I'(X) : 'ensemble des contraintes impliquaiit: I'(X) = {C € ¢ | X € vars(X)}. |T'(X)]

correspond au degré dé.

Dans un réseau binairk,= 2. Un réseau binaire est complet quand= 100%. On appellera parfois
« graphe de contraintes » un réseau binaire. En effet, un réseawehiratontraintes est généralement
représenté sous forme de graphe, les variables formant les nceudsptie gt les contraintes binaires
les arétes (non orientées). Un graphe de contraintes simple est doexengple dans la section 1.1.2.

Définition 5 (Nogood) Un nogood est une instanciation identifiée comme invalide, c’est a dire ne pou
vant apparaitre dans aucune solution. En particulier, toutes les instanmgiato autorisées par une
contrainte sont des nogoods.

Il existe plusieurs notions d'équivalence entre deux réseaux. Lalplrste consiste a dire que deux
réseaux sont équivalents si ils admettent le méme ensemble de solutionoi$piltest plus utile de
définir une notion élargie d’'équivalence entre deux réseaux : degaug sont équivalents si on peut
déduire les solutions de I'un a partir des solutions de I'autre en temps polyindiougt CN peut étre
ainsi ramené a un réseau binaire en temps et en espace polynomizas fRal. 1990, ].

Théoreme 1. Pour tout CNn-aire, il existe un CN binaire tel que les solutions du @Mire peuvent
étre déduites des solutions du CN binaire.

Il est donc fréquent lors de I'étude théorique des algorithmes de se linixeréseaux binaires.
Cependant, trouver le CN binaire équivalent (au sens élargi) n'esbpgurs envisageable en pratique,
et les algorithmes pouvant traiter les @Naires sont généralement préféréaflHus ET VAN BEEK
1998]. Il existe en pratigue plusieurs techniques permettant de conue@iN n-aire en CN binaire :

— Laconversion par réseau dualconsiste a considérer un graphe dans lequel chaque contrainte
du réseau initialP;,,;; est représentée par une variable (dénomenéaiable) dans le réseau dual
Py..i- Chaque valeur de chaquevariable correspond a une instanciation (de longieus(C)|)
autorisée par la contrainté correspondante darf3,,;;. Les contraintes binaires d@,,; inter-
disent alors de choisir deux instanciations (postant sue-kemiables) correspondant a des ins-
tanciations deP;,,;; conflictuelles (deux instanciatiors et I, sont conflictuelles ssi(X,,Y;) €
I XIQ|X:Y/\CL7£b).

— La conversion par variables cachéesonsiste a introduire des variables supplémentaires (dé-
nomméesh-variables) en complément des variables initiales du réseau pour chaquairte
n-aire du réseau initial. Chaque valeur desariables correspond a une instanciation (de lon-
gueur|vars(C')|) autorisé de la contraint€' correspondante. Les contraintes binaires font alors
le lien entre chaque valeur désvariables et I'instanciation correspondante de la variable du ré-
seau initial. Toutes les contraintes non-binaires du réseau initial sonirmégs et remplacées de
maniére équivalente par 'ensemble degariables et des contraintes binaires introduites.
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FIGURE 1.1 — Une 3-clique, 4-clique et 5-clique

Ces deux conversions peuvent introduire desriables ouk-variables de domaine trés élevé)
si I'arité des contraintes du graphe initial est importante et la dureté de-ceflble. Il n'est donc pas
toujours possible en pratique de convertir un réseaire en réseau binaire.

Définition 6 (Contrainte universelle)Une contrainte universelle est une contrainte qui autorise toutes
les instanciations possiblesi(C) = 0).

Une contrainte universelle est toujours satisfaite, quelle que soit l'iiataorccourante des variables
gu’elle implique. Pour une contrainte universelles 0. Ces contraintes sont en pratique inutiles pour
résoudre un CSP et peuvent étre retirées du réseau. On peutangdérer que les variables qui ne sont
reliées par aucune contrainte sont reliées par une contrainte utize8eaine seule contrainte interdit
tous les multiplets possibles pour les variables qu’elle implique (pour une telteatda,t = 1) le
réseau est insatisfiable.

Définition 7 (Supports et Conflits)Les supportsSpI (C, X,,) avecX € vars(C) d’une valeur dans une
contrainte d’arité quelconque est 'ensemble des instanciations de larjgaeC)| satisfaisant C :
Spl(C,X,) ={l erel(C) | X, € I}
Les conflitsC fI(C, X,) avecX € vars(C) correspondent & I'ensemble :
CfI(C,X,) ={l€cfl(C)]| X, €I}

Dans le cas des contraintes binaires, on définit la notiorabiir support les valeurs supports d’'une
valeur X, dans une contrainte binai€etelle quevars(C) = {X, Y}, sont 'ensembl&pV (C, X, ) des
valeursY; (b € dom(Y)) telles que{X,,Y:} € SpI(C,X,). On définit de méme legaleurs conflit
notée fV(C, X,).

Définition 8 (Clique). Dans un graphé& constitué d’'un ensemble de nceudSet d’arétes, une clique
est un ensemble de nceudsC .4 tel que chaque couple de nceuds@soit relié par une aréte.

On définit de la méme maniére une cligue de varialdeslans un graphe de contraintés =
(2,6):V(X,Y)€ 22| X #£Y,3C € € | vars(C) = {X,Y}

Définition 9 (Graphe complet)Un graphe est complet quand I'ensemble de ses nceuds forme une clique.

La figure 1.1 montre des cliques de trois a cing variables. On appellerdigme dek variables une
k-clique. Dans un réseau binaire comptets C? = @ etD = 100%.

Définition 10 (Ordre sur les réseauxyn réseau de contraintd® = (27, ¢”) est dit plus petit qu'un
autre résea? = (2, %), noté P’ < P, ssi chacune des conditions suivantes est vérifiée :
-2'=%



1.1. Problémes de satisfaction de contraintes

FIGURE 1.2 — Un réseau de contraintes simple

- VX € 2 ,dom” (X) C dom”(X)

-¢' =%

—VC € ¢,rel” (C) C rel”(C)

P’ est strictement plus petit que, noté P’ < P, ssiP’ < Pet:
— 3X € 2 | dom” (X) c dom”(X),

— oudC € | rel” (C) C rel”(C).

Test de contrainte : Les algorithmes travaillant sur les CSP sont amenés a tester les contraietes a d
nombreuses reprises. Un test de contrainte consiste a veérifier si tengciation satisfait une contrainte,
soit en pratique a calculer le résultat de la fonction d’'un des éléments duipcartésien du domaine des
variables impliquées par la contrainte. Il s’agit de I'opération de baseutlalgorithme travaillant sur un
CSP, qu'il soit complet ou incomplet. On peut noter que le colt en termeéditipns CPU nécessaires
pour tester une contrainte est trés variable en fonction de la nature deiceéks contraintes implicites
peuvent représenter des conditions trés complexes, nécessitaninfeeor calculs pour déterminer
si la contrainte est satisfaite ou non. Les contraintes en extensionseaf#és sous forme de matrice
de booléens, sont généralement considérées comme les contraintess lespjales a tester, mais ne
sont envisageables que pour des arités faibles. Les algorithmes exiegéméralement a minimiser le
nombre de tests de contraintes a effectuer pour résoudre le problemél angie fréquemment que
la diminution du nombre de tests de contraintes entraine une complexificatiofgdethaes, et par
la méme de I'apparition de calculs supplémentaires ou de gestion de structdesriées au sein des
algorithmes yAN DONGEN 2004].

1.1.2 Exemples de problémes
Un CN simple

Pour illustrer les notions introduites, considérons le réseau simple rapdagure 1.2. Il s’agit
d’'un réseau binaire comportant quatre variab¥esY’, Z et T' admettant chacune deux valeurs (1 ou
2), et quatre contrainteSxy, Cy z, Crz et Crx. Les arcs représentent les multiplets autorisés par les
contraintes. Si il n'y a aucun arc entre deux variables, on considgitenty a pas de contraintes (par
la suite, on utilisera toujours cette représentation). Ici, il N’y a pas deaiotdgrentreX et Z ni entre
Y etT. Cyz, Crz etCrx sont des contraintes d'égalit®¢ (= Z, T = Z etT = X), etCxy est une
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FIGURE 1.3 — Une solution au probléme des 4 dames

contrainte de différenceX # Y). Ce réseau est insatisfiable et admet les caractéristiques suivantes :
n=4,d=2e=4k=2,D=4/6=67%.

Pour chaque contrainte de ce graphe, il existe un ensemble de quatn¢iatisias locales pouvant
valider ou non la contrainte. Par exempléyy, qui porte sur les variablgsX, Y'), peut étre calculée
pour I'ensemble de multiplets suivan{(1,1), (1,2), (2,1), (2,2)}, correspondant aux instanciations
{(X1,Y1),(X1,Ys), (X2, Y1), (X2, Y2)}. Chacune des contraintes autorise deux multiplets et en interdit
deux autres. Par exempl€xy autorise les instanciations suivantesl{Cxy ) = {{ X1, Y2}, {X2, Y1 }}
(ainsi que toute instanciatidnde longueur supérieure a deux telle qu’une des instanciatiar$(déyy )
soit incluse dang). La dureté de chaque contrainte vaut dore 50%.

L'ensemble des instanciations de longueur 2 supporfntdans Cxy est SpI(Cxy, X1) =
{{X1,Y2}}. Lensemble des valeurs supportde dansC'xy estdoncSpV (Cxy) = {Y2}. Lensemble
des valeurs conflit d&; dansCxy est:CfV(Cxy, X1) = {Y1}.

Si on remplace la contrainte de différencgy par une contrainte d’égalité, le réseau devient satis-
fiable et admet deux solution§ X1, Y1, Z1, 71} et{ Xo, Ys, Z5, 1o}

Lesn dames

Lesn dames est un puzzle logique trés connu, consistant a pltadeames sur un tablier de x n
cases de telle sorte qu'aucune ne soit en mesure d’en prendre umesaiviant les régles des échecs (les
dames peuvent prendre en ligne droite horizontalement, verticalemendiagemale suivant un nombre
guelconque de cases). Deux conditions sont donc a considérer :

— Deux dames ne peuvent étre sur la méme ligne.

— Deux dames ne peuvent étre sur la méme colonne.

— Deux dames ne peuvent étre sur la méme diagonale.

Ce probléme est satisfiable pour= 1 etn > 3. La figure 1.3 montre une des deux solutions au
probléme des 4 dames (I'autre solution s'obtient par réflexion verticale).

En considérant qu’on ne peut placer gu'une dame par ligne, le proldénmmalise sous forme
de CSP pam variablesX1 a Xn (une par ligne) de: valeurs (les colonnes). La valeur de chaque
variable correspond a la colonne ou la dame représentée par la vargtbédre placée. La solution
représentée par la figure 1.3 €8t4,1, 3). Les contraintes peuvent étre définies implicitement par la
formule| X7 — Xj| # |i — 7| A Xi # X4, V(i,j) € [1.n]% | i # j. Le réseau ainsi obtenu est complet
(D = 100%).

Le probléme des dames est un probléme populaire, simple mais non trivial : il est assez dificile
résoudre pour un étre humain sur un échiquiet(8), et nécessite méme un nombre important de retour-
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arriéeres quand on essaye de le résoudre avec un algorithme systémkssimue (voir section 1.3.1) :
plus de 20 000 pour = 100, méme avec des heuristiques évoluées. De plus, la question du hombre
de solutions distinctes ou symétriques pournugquelconque reste ouverte. D’un point de vue CSP, la
taille du probléme devient rapidement tres importante : le nombre de varialidetsmtte des domaines
sont directement égauxra Le nombre de contraintes dans un graphe complet binaire est quadratiqu
(C? = %). Le probléeme est aussi trés sous-contraint, et il n’est pas trésldiffie trouver une
premiére solution. Il existe d'ailleurs un algorithme simple capable de trouneepremiére solution en
temps linéairé. Les algorithmes de recherche incomplets ont généralement un compdrteréaine

sur ce probléme, mais ne peuvent trouver qu’une partie des solutiamséeer I'ensemble des solutions
nécessite un algorithme systématique, et est beaucoup plus long, le nardmigtibns explosant trés
rapidement (92 solutions pour= 8, 14 200 pourn = 12, plus de 3,9.18 pourn = 20...)

On notera que, considérant qu'’il existe un grand nombre de solutiomstsgues au probleme des
n dames, il est possible de réduire considérablement I'espace deateeher détectant celles-ci par
avance et en indiquant aux algorithmes qu’il est inutile de rechercheipartie des solutions. Cela
peut s’obtenir par exemple en limitant le domaine de la variable représentaeniére ligne aux /2
premiéres cases (arrondi au supérieur en casiagair). Une fois toutes les solutions obtenues pour les
n/2 premiéres cases, I'autre moitié des solutions peut s’obtenir par réflesrtoale. Il existe d’autres
symétries inhérentes au probléme defames, via d’autres réflexions ou rotations.

La détection et la suppressions des symétries de maniére génériqueasteefans les CSP reste
un probleme ouvert et fait I'objet de nombreux travaux de rechef@®NHAMOU ET SAis 1994], par
exemple). La recherche de symétries dans un probléme combinatoireiesiéte a la résolution d’'un
probléeme d’'isomorphisme de graphes, qu’on ne sait résoudre que ikrenaxponentielle.

Coloration de graphes

Le probléme de coloration de graphes généralise un grand nombrebiiepes réels de planification
et d’'ordonnancement. |l consiste a affecter une couleur & chaquek dicen graphe sans que deux nceuds
voisins soient de la méme couleur. On cherche généralement a trouvenieende couleurs minimal
pour un graphe donné pour que le probléme ait une solution. Ce probdéémoate a I'origine méme de
la théorie des graphes. On peut le définir sous forme de CSP tout simplenreproduisant le graphe a
colorer sous forme d’un réseau de contraintes. Toutes les contraintedes contraintes de différence.

On peut par exemple utiliser un probléme de coloration de graphes pouercole carte géogra-
phique, comme sur la figure 1.4.

On peut également considérer le probléme dual, consistant a colorgtkesdes graphes de maniére
a ce que toutes les arétes partant d'un méme nceud soient de couleuen@ifféOn doit alors utiliser
des contraintes de différence d’arité plus élevée, modélisables pairttaintaglobaleall-different(voir
la fin de cette sous-section) ou encore des cliques de contraintes bdwdd#&rence.

Le Probleme des Pigeons (Pigeon Hole Problem)

Le probléme des pigeons se formule trivialement : comment plag¢er pigeons dans boites, avec
au plus un pigeon par boite ? Ce probléme n’a évidemment pas de solutidrir(#asfiable). On peut
donc tout a fait le résoudre en temps constant en théorie, mais s'il esnm&iv codé sous forme d’'un
réseau de contraintes binaires (il s’agit alors du probléme de coloratigraghes, avee+ 1 nceuds et
couleurs, les contraintes formant une clique compléte sur tous les noasts)oforme de clauses SAT
(voir section 1.1.3), sa résolution devient exponentielle et le probleméoesiparticulierement difficile
arésoudre.

1. Cf http ://fr.wikipedia.org/wiki/Probleme_des_huit_dames
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0 100 200 mi

FIGURE 1.4 — La carte de France des régions métropolitaines colorée en 4 couleurs

Tache Tache
Travail | 1 | 2 | 3 | 4 Travail | 1 2 3 4
J1 54| 34|61 2 J1 M3 | M1 | M4 | M2
J2 9 15|89 70 J2 M4 | M1 | M2 | M3
J3 38| 19| 28| 87 J3 M1 | M2 | M3 | M4
J4 95134 | 7 | 29 J4 M1 | M3 | M2 | M4

TABLE 1.1 — Durée (a gauche) et numéro de machine (a droite) des tachegabilénpe d'atelied x 4

Certains algorithmes génériques systématiques pour le probléme SAT ou ClaRtampune dé-
tection des symétries savent cependant résoudre le probléeme dessRigemps polynomial [BN-
HAMOU ET SAis 1994]. Il est également possible de détecter un « cas de pigeons faaa@trainte
all-different : si il reste moins de valeurs possibles que de variables impliquées parttaintannon
instanciées, alors l'instanciation courante de ces variables est insédis@als techniques ne semblent
malheureusement pas assez performantes a I'heure actuelle pourpfijaégs a n’importe quel type
de probléme dans le cadre d’'un prouveur CSP.

Problémes d’ordonnancement d’atelier

L'ordonnancement d’atelier consiste a organiser dans le temps le foneti@nt d'un atelier pour
utiliser au mieux les ressources humaines et matérielles disponibles dansléegroduire les quanti-
tés désirées dans le temps imparti. On s'intéressera ici aux problémes delyBhop et Open Shop.
Ce sont des généralisations du probléme de planification bien connu dgeamyde Commerce. Ces
problémes ont été longuement étudiés, notamment en Recherche Opéthj@imle nombreuses tech-
niques de résolution heuristiques spécifiques ont été développéesétidierons ici leur formalisation
sous forme de CSP et leur résolution via des méthodes génériques.

Un probleme d’ordonnancement d’atelier consiste en un ensembfcdesde durées définies a
réaliser en un temps imparti. Ces taches utilisent un certain nomlessieurcegfou machines) non
partageables. L'objectif du probleme d’ordonnancement est de roumeedate de début pour chaque
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FIGURE 1.5 — Un probléme de type Job Shbx 4 : quatre travaux doivent passer par quatre machines
dans un ordre défini
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FIGURE 1.6 — Une solution optimale au probléme de Job Shop
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FIGURE 1.7 — Une solution optimale au probléme d’Open Shop (mémes parameétres qoleléer de
JobShop ci-dessus)



Chapitre 1. Introduction aux Problémes de Satisfaction de Contraintes

FIGURE 1.8 — Le réseau de contraintes d'un probléme de Job Shop

tache de telle sorte que toutes soient exécutées dans le temps imparti atesaesixjtaches utilisent
simultanément la méme ressource.
Un probléme de Job Shop ou Open Shop est défini par un ensemhbiardehines et dé travaux
découpés en taches, chaque tache devant étre exécutée sur uime midfdnente. On donne d’'une part
la durée de chaque tache sous forme de matrice a deux dimepsionset d'autre part, le numéro de la
machine sur laquelle chaque tache doit étre effectuée. Dans le ca®dEs@s de Job Shop, les taches
pour chaque travail doivent étre effectuées dans un ordre défimine illustré par la figure 1.5. Pour un
probléme d’Open Shop, les tdches peuvent étre effectuées dansmémpel ordre.
Deux travaux de référence définissent des générateurs aléatoistarttes de Job Shop ou Open
Shop [TAILLARD 1993, GQUERET ET PRINS 1999]. Le générateur de Taillard peut générer des pro-
blémes de Job Shop et Open Shop (tableau 1.1 et figure 1.5, par exerhjgdayénérateur de Guéret &
Prins généere des problemes d’Open Shop (ce générateur ne gaaéte matrice indiquant le numéro
des machines pour chaque tache). La table 1.1 donne un exemple de nggnésses par le générateur
de Taillard. La figure 1.5 représente I'ordre des taches définies ftartakle. Chaque fleche correspond
a un travail. Par exemple, le travail J1, représenté par la ligne noire pi@marcant sur la machine M3
en haut a droite, passe ensuite sur la machine M1 (en haut a gaudbeé\l4pet M2. Les figures 1.6 et
1.7 montrent une solution aux problémes de Job Shop et Open Shop décctstp table. En relaxant la
contrainte d’ordre sur les taches (dans la solution montrée par la figyrde ravail J1 est réalisé dans
le désordre : d’abord la tache 3 sur la machine M4, puis la tache 4 surl&dagéache 1 sur M3 et enfin
la tAche 2 sur M1). La solution optimale est plus courte que pour le problérebd8hop de mémes
parametres, mais étant donné le nombre accru de possibilités, I'espaeehdeche est plus grand et
donc le probléme plus difficile.
Il y a plusieurs maniéres de définir un CSP correspondant & un prolklérdeb Shop ou d’'Open
Shop. Le plus simple est constitué fie m variables. La valeur d’'une variable; ; correspond au temps
de départ de la tachg ;. On définit deux types de contraintes :
— les contraintes de précédenc&;;; + d; ; < X; 41, souvent notees; ;11 — X;; > d; ;. Ces
contraintes indiquent que la tachg doit se terminer avant que la tache suivaite ; ne débute.
Ces contraintes sont spécifiques aux problemes de Job Shop

— les contraintes disjonctivesX; ; + d; ; < X;r V X;; > X, + d;r, ou encoreX; , — X; ; >
d; ;v X;; — X, > d; ;. Ces contraintes indiquent qu’une machine ne peut accepter qu’uree tac
a la fois, ou, dans le cas des problémes d’Open Shop, que deux tacmésrak travail ne peuvent
étre exécutées simultanément.

Dans un Open Shop, I'ensemble des taches d’'un méme travail formenttodique de contraintes
disjonctives, de méme que I'ensemble des taches fonctionnant sur une méhiaar(anej-clique).
Pour un Job Shop, les taches d’'un méme travail sont liées I'une a I'autdepaontraintes de précé-
dence.
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FIGURE 1.9 — Le réseau de contraintes d'un probléeme d’Open Shop

Les réseaux de contraintes obtenus pour un Job Shop et un Opef SI3ogont représentés figures
1.8 et 1.9, respectivement (les fleches simplesont des contraintes de précédence, les fleches doubles
+» sont des contraintes disjonctives).

Représentés sous forme de CSP, ces problémes ont la particularitésdetpréles tailles de do-
maines trés importantes (1 000 a 2 000) en comparaison avec les probléatesesdu académiques
couramment étudiés (généralement moins de 100 valeurs).

Problémes d’'Allocation de Fréquence Radio (RLFAP)

Le probléme d’allocation de fréquence radio consiste a déterminer dasxcea communication a
partir d’'un spectre limité, tout en assurant un minimum d’interférencesiaudden méme réseau de
communication. Il s’agit d’'un probléme combinatoire dont une version simpldi€té proposée par
le CELAR (Centre d’Electronique de 'Armement) en 1993 a partir de dasinéelles. Les données
sources de ces problémes ont été rendues publiques dans le cadmgidumpne européen EUCLID
CALMA (Combinatorial Algorithms for Military Applications). Il s’agit d’'un mbleme relativement
simple a représenter, ne comportant que des contraintes binaires elleles entiéres finies, tout en
gardant toutes les caracteéristiques d’'un probléme industri @@ et al. 1999, ].

Les données permettent d’obtenir deux types d’instances : 11 instseeeginstances obtenues a
partir de données réelles) et 14 instances graph (générées artificra)eBaule I'instancaecen1l n'est
pas triviale. Elle est satisfiable. D’autres instances ont été généréetiradp I'instancesicenll, en
supprimant des fréquencesgBsIEREet al.2001, ]. Les problémes obtenus, nommési11- 1, ¢ étant
le nombre de fréquences supprimées. Toutes ces instances sont @idasistt sont particulierement
difficiles quandi devient petit.

CSP aléatoires

Le développement d'algorithmes de résolution de CSP et le développempnbul/eurs a rapide-
ment nécessité le développement de benchmarks, afin de pouvoir cotesaperformances des dif-
férents algorithmes sur des problémes possédant des caractéristigaressd Les problémes générés
entierement aléatoirement sont le moyen le plus simple d'obtenir une infinitéadioes présentant
toutes les caractéristiques de taille, densité et de dureté possibles. Qlésy@®sont également trés ho-
mogenes, et ont donc un comportement trés particulier vis a vis des métlodeEsotlition (inférences
difficiles, pas de noyaux durs et heuristiques généralement peu utiles).

L'étude des problémes aléatoires a permis de mettre en évidence un phérmnsidéré comme
central pour la résolution de problemes combinatoires : le « phénoméneaibe ea la « transition de
phase». Des contraintes trop dures ou trop nombreuses, ou au eomtaiéches ou éparses, rendent le
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30 . . ¢

T T T
Instances aleatoires——
Instances forcees--<---
% satisfiable---*---

25

15

secondes
%

10

FIGURE 1.10 — Résolution de problémes de la clagde35,17,249,¢) avec une méthode compléte
(MAC)

probléme trivialement insatisfiable (sur-contraint) ou satisfiable (sounisaint), respectivement, mais il
existe une zone intermédiaire, nommée « zone critique », pour laquelle lerpeob particulierement
difficile a résoudre. La figure 1.10 met en évidence ce phénoméne : terdetrouver une solution par
une méthode systématique compléte a une série de problemes aléatoires, bioraipestant 35 variables
de 17 valeurs, impliquées par 249 contraintes. On fait varier la duidé variables. La transition de
phase est située au niveau du gic{ 33% environ). A gauche du pic, une majorité de problémes est
insatisfiable. A droite du pic, la majorité est satisfiable. Au niveau du picrtesdmes sont satisfiables
(ou insatisfiables) avec une probabilité de 50%. On observe le méme phémemeaintenant la dureté
fixe et en faisant varier la densité du graphe.

Il existe différents modeles de problémes aléatoires (par exemple, les mddele B [MoLLOY
2003]). L'objectif des différents modéles est, d’'une part de faireetegjue le phénoméne de seuil
existe (ce n'est pas systématique sur tous les problemes), et d’autdegaévoir sa position. En gé-
néral, un probléme aléatoire est défini selon un quintuf@let, d, e, t), donnant respectivement l'arité
des contraintes, le nombre de variables, la taille des domaines, le nombreuettéa des contraintes.
Les contraintes sont réparties aléatoirement parmi toutes les contraistble® (correspondant aux
éléments du produit cartésien des variables entre elles pour lesqueldeésutasables sont distinctes),
et les multiplets autorisés par chaque contrainte sont obtenus a partir dge pirobabiliste dépendant
det, ou éventuellement une répartition aléatoire des multiplets autorisés parmdigtprartésien des
domaines des variables de telle sorte que la proportion de multiplets autorisgspoode &.

Le modele RB est particulierement intéressant, puisqu’il permet simplenahtedir des instances
aléatoires au seuil [ ET L1 2000], et éventuellement de les forcer a étre satisfiablesdpal. 2007,

]. I définit un probléme aléatoire selon le quintupl{ét n, a, r,t). o détermine la taille des domaines
(d = n®) etr le nombre de contraintes & rnln(n)). Le point critique est obtenu simplement par la
formulet., = 1 — exp(—%). Ce point critique est garanti en particulier paur> % ett < % Par
exemple, poun = 35, a« = 0,8 (d = 17) etr = 2 (e = 249, soit D = 42%), on obtientt.,. = 33%.

Il est possible de forcer les instances a étre satisfiables, simplemenfbeamaartificiellement une
solution au probléme, sans modifier la position du point critique (cf la deuxieombe figure 1.10).

Outre la possibilité d’obtenir des instances satisfiables, I'intérét du modéesRiie la position du
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1.1. Problémes de satisfaction de contraintes

point critique est indépendante du nombre de variables : on peutfixet, et obtenir des problémes de
taille plus ou moins importante en faisant vanigrtout en conservant la position du point critique. On
peut ainsi facilement observer le comportement des algorithmes en pasgahelle.

Le langage XCSP 2.0

Un langage de description de CSP a été défini & I'occasion des prenoenpstitions de prouveurs
de CSP yAN DONGEN et al. 2006a, ]. La derniére version en date est le langage XCSP 2.0, permet-
tant de transcrire des CSPs discrets, avec des contraintes en extensiotention ou globales/iAN
DoNGENet al. 200868, ]. Ce langage a permis la mise en place d'une base de problémes tréendsffér
aléatoires, académiques ou réel€ louTRE 2006]. Il est alors possible lors du développement d'un
algorithme ou d’'une heuristique de tester ses innovations sur un vasteldesie problemes et de dé-
terminer les séries sur lesquelles tel ou tel algorithme est le plus efficangr®part, la définition d'une
base commune permet la mise en place de compétitions de prouveurs. La meseeatepcompétitions
dans la communauté SAT a permis de fortement dynamiser ce secteur dehleche

[ZHOU ET WALLACE 2005] présente également une conversion entre XCSP et le langage@LP
utilisé dans la plupart des interpréteurs Prolog.

Contraintes globales

Certains CSP impliquent desntraintes globalesLa communauté scientifique ne s’est pas encore
entendue sur la définition formelle d’'une contrainte globaledBIERE ET VANHENTENRYCK 2003].

Au moins trois concepts peuvent étre considérés lorsque 'on définicameainte globale. On peut
considérer qu'une contrainte globale ne peut étre décomposée eaic@ibinaires, ou quand cette
décomposition est moins expressive (en particulier, une méme définitiomdistamce locale — voir
section 1.2 — n’agit pas de la méme facon sur la décomposition que sur laictngiabale), ou tout
simplement qu'il existe une maniére plus efficace (d’un point de vue deniplexité algorithmique —
voir section 1.1.4) de traiter cette contrainte.

La contrainte globale la plus utilisée et la plus connue est la contraihtifferent (ou all-diff),
imposant une valeur différente a toutes les variables impliquées. |l esbjmde la décomposer en une
cligue de contraintes binaires#», mais on peut la traiter bien plus efficacement, tant du point de vue
du nombre de déductions possibles que de la complexité algorithmique, pgdethmes spécifiques
[REGIN 1994,vAN HOEVE 2001].

1.1.3 Le probleme SAT

Le probléme SAT est un probléeme de décision qui consiste a détermineg fdnumule booléenne
mise sous forme normale conjonctive (CNF, c’est a dire sous la forme d'omjonction de disjonctions
de littéraux — voir ci-dessous) admet ou non une solution. Le probléme 8élé&tre vu comme un cas
particulier de CSP (le domaine de toutes les variables est limité a deux valears)i] est également
possible de convertir tout probléeme CSP discret en probléme SAT. Il edasie un lien trés fort entre
le probléme SAT et les CSP discrets : ils appartiennent de fait a la méme ctassenglexité {V P-
complet, voir ci-dessous).

Pour SAT, une variable booléenne est un littéral, qui peut apparatitd/pment ) ou négativement
(—x) dans une clause. Une clause est une disjonction de littéragxe( V —x2 V- - - V). Un probléme
sous forme normale conjonctive (CNF) consiste en une conjonction deeslli= c; A co A ... A ¢e).
Toute formule propositionnelle peut étre convertie sous forme CNF dgatespour la satisfiabilité en
temps polynomial (il faut ajouter des variables).
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Le probléme SAT étant le probleméP-complet de référence, et il est particulierement important en
théorie de la complexité. Il existe un grand nombre de méthodes et de predrés matures permettant
de résoudre le probléme SAT en pratique sur un vaste ensemble de proklédeds », c’est a dire issus
du monde de l'industrie.

Résoudre le probléme SAT : la procédure DPLL

SAT est le problemév P-complet le plus étudié et il existe un trés grand nombre de méthodes pour le
résoudre. Comme pour le probléme de satisfaction de contraintes, il exssteédleodes systématiques
et des méthodes incompletes (recherche locale, algorithmes évolutionoaioeses de fourmis...) Une
des méthodes les plus efficaces reste I'algorithme systématique DPLL (pwisr-Butnam-Logemann-
Loveland [Davis ET PUTNAM 1960, Davis etal. 1962, ]). Tout comme les algorithmes systématiques
pour la résolution de CSP comme MAC (cf section 1.3.1), il alterne hypotletsef&rence pour trou-
ver a coup sdr une solution (en temps exponentiel par rapport au natedééraux) ou a prouver
I'inconsistance du probléme. La principale méthode d’inférence poure&sfTapropagation unitaire
L'algorithme cherche parmi toutes les clauses du probléme les clauses dé,taillst a dire contenant
un seul littéral, positif ou négatif. Comme dans une formule CNF toutes les sldoseent étre satis-
faites, il est indispensable de fixer les littéraux unitairesa. Sile méme littéral apparait dans plusieurs
clauses unitaires, au moins une fois positivement et une fois négativédesotis-probléme courant est
insatisfiable et il faut remettre en cause la derniére hypothése effeta@eopagation s'effectue jus-
gu'a ce que toutes les clauses soient de taille 2 au moins. Ensuite, I'algoriffecie@ un choix : il
choisit un littéral a affecter a vrai ou a faux. Une heuristique de bremelnt intervient pour effectuer ce
choix. Une nouvelle phase de propagation unitaire est alors effeetaiesi de suite jusqu’a ce qu’'une
solution soit atteinte ou gu’aucune solution ne soit trouvée apres aveitadfles deux hypothésesi
etfaux sur le premier littéral de branchement sans succes.

Certains prouveurs SAT modernes utilisent également la technique dite @@@&LConflict Driven
Clause Learning [BANG et al. 2001, ], particulierement efficace sur les problémes « industriels ».
Les techniques d’apprentissage ne se sont pas encore révétdaedaes dans le cadre de la résolution
de CSP et ne seront évoquées que de maniére limitée dans le présenedbdLes prouveurs SAT
n’utilisant pas le CDCL utilisent des heuristiques de branchement plus coespédin de compenser
I'absence d'informations déduites des conflits. Ces prouveurs senplalgitiulierement efficaces sur les
problémes aléatoires.

Heuristiques de branchement pour SAT

Il existe de nombreuses heuristiques de branchement proposéds poalsléeme SAT. Les plus ré-
centes, VSIDS et UP, sont respectivement utilisées dans les preuXelaff [ZHANG et al. 2001, ]
et Satz [L ET ANBULAGAN 1997]. Le premier utilise le nombre d’occurrences des littéraux dans I'en-
semble des nogoods appris au cours de la recherche, et le secomd hedfetide la propagation unitaire
dans la formule quand un littéral est affecté. Auparavant, les pros@BAT [DuBOIS et al. 1993, ]
et POSIT [REEMAN 1995], parmi bien d’autres, utilisaient des heuristiques plus simples. Ipaflu
sont des variantes de I'heuristique trés connue Jeroslow-Wang (B&p§Low ETWANG 1990], et
évaluent un littéral en fonction de ses propriétés syntaxiques (ici le modccurrences des littéraux
et la longueur des clauses).

L'idée principale ayant donné lieu a I'heuristique Jeroslow-Wang esiivaste :3 étant une formule
CNF comportant: littéraux, ¥ admetp = 2" interprétations. Chaque clause 3 supprimey = 27l
lignes de la table de vérité{ représente la taille de la clause, c’est a dire le nombre de littérauxans
correspond donc au nombre d'interprétations qui falsifieht proportionv /p = w = 2~ représente
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1.1. Problémes de satisfaction de contraintes

FIGURE 1.11 — Une contrainte et deux variables

la proportion de I'espace de recherchecast falsifiée. Plus petite est la clause, plus grand est le nombre
d’interprétations qui la falsifient. Une clause de taille 1 est falsifié@pat interprétations, c’est a dire

la moitié de I'espace de recherche. En choisissant un littéral appataissgrand nombre de fois dans
des clauses plus petites, on augmente d’'autant I'impact de la propagaiti@neust on réduit ainsi la
taille de I'arbre de recherche.

On noteraH (X, z) le score d’'une variable dans une CNFE. Ce score est généralement défini
comme une fonction dite « & deux facesfh(x), h(—z)), des scores associés aux littéraux positif
(h(z)) et négatif f(—z)). La prochaine variable & affecter est alors choisie parmi les variabted le
score le plus grandi{ax) ou le plus petit{in). GEénéralement, les heuristiques pour SAT sont formulées
comme suit :

Définition 11. Soit ¥ une formule propositionnelle et une variable propositionnelle de. Le score,
noté H,, (3, ), dex dansX par rapport & une fonction de pondératiorest défini comme suit :
Hy(Si) =Y w(le)) + Y w(le
xrEC xec

Une heuristique SAT, noté&?, considere I'ensemble des variablesc vars(X) et sélectionne en
fonction de I'opérateur la variable ayant la valeur optimalé,, (X,z).

), avecc € X

En considérant un opérateur de sélectioet une fonction de pondératian différentes heuristiques
peuvent étre dérivées de la formulation générale donnée dans la défihitidPar exemple, la régle
Jeroslow-Wang a deux facegi{’) correspond &HE ol w(a) = 27 et ® = max. De nombreuses
variantes de I'heuristiquéi’” ont été proposées. Toutes tentent de choisir les variables ayant le maximum
d’occurrences dans les clauses de taille minimale (Maximum Occurrendas$es of Minimal Size —
MOMS) [DuBois et al. 1993, ]. Une autre heuristique simple mais intéressante pourraiti&travec
w(a) = 1 et® € {min,maz}. Cette heuristique, avee = max (respectivement = min), choisit
en priorité une variable avec le plus grand (respectivement le plus petif)recd’occurrences dans la
formule. Intuitivement, c’est en choisissant le littéral apparaissantldauhss de clauses que I'on réduira
le plus grand nombre de clauses, et donc potentiellement déclenchera teegltopagations unitaires.

Convertir un CSP en probleme SAT

Une variable propositionnelle, est associée a chaque valé(y du CSP  étant une variable du
CSP ety € dom(X)). La correspondance est la suivanig estvrai sila valeurv est assignée & (i.e.
X =) etz, estfaux siv est retirée delom(X) (i.e. X # v).
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Des clauseau plus ung—x, V —xzp, 24 V e, xp V xe ... ) €tau moins unéx, V xp V x....)
sont ajoutées afin d’exprimer le fait qu’une valeur et une seule doiaetée a chaque variable du
CSP.

Les clauses suivantes codent les domaines des variables du prohpeésenté figure 1.11 ;

Au moins une : | Au plus une:

Ta V Ty V X TV Xy eV Yy YV TYe

Ya VU VY VYd | 7TV Tc WYV Ye  TYp V TYd
Xy V T YoV TYd Ye V Y4

Il'y a plusieurs manieres de coder les contraintes sous forme de claAlkdsa$lus directe consiste
acoder les conflits Un autre codage plus efficace consistmder les supports

Codage direct pe KLEER 1989 Chaque multiplet interdit par chaque contrainte est encodé sous la
forme d’'une clause. La taille de la clause correspond a I'arité de la caetriine constrainte binaire est
encodée par un ensemble de clauses binaires : une conttatetle quevars(C) = {X,Y} est codée
par I'ensemble :
U {(=zv V —yw) -

{ X, Yo }ECA(C)

La figure 1.11 représente un réseau constitué d’'une contrainte implidgiaxatariables. Par codage
direct de ce réseau, on obtient 'ensemble de clauses suivant :

oV e XV Yy eV TYg
LoV Yd  TTp NV Yy eV Y

Codage des supportsGeENT 2008 Lidée du codage des supports a été introduite pargic 1990]
et étendue par [GNT 2002]. Pour une contraint@ telle quevars(C) = {X,Y } est encodée a I'aide des
supportsSpV (C, X,,) pour les valeurs d& etSpV (C,Y,,) pour les valeurs d&. Les clauses support
sont alors I'union des deux ensembles de clauses suivants :

LU {wvyav- V) [ {Ya, ..., Yi} =SpV(C, X))}
vedom(X)

2. U ACwwvav-va) [{Xe,..., X} =SpV(C,Ya)}
wedom(Y)

A partir de I'exemple représenté par la figure 1.11, on obtient 'ensembitadses suivant :

Za VY VY TYa V Ta

Xy VYeVYd  TYp V Tq

ZeVYeVYd YV ThV T
Ya vV Tp V T

Le codage par supports permet de faire un lien direct entre les méthedésalution pour le pro-
bléeme SAT et le probléme CSP. Les inférences effectuées par la « ptmpagnitaire » utilisée par la
méthode populaire DPLL sur un CSP binaire encodé par les supportsi@sinsent identique a ce qui
est obtenu par la consistance d’arc utilisée par I'algorithme MAC (voir setti® 1) sur ce méme réseau.
Le codage par supports présente 'inconvénient de nécessiter graresnombre de clauses quand il
est appliqué aux contraintes non binaires. Ce cas ne sera pas étudié ici.

A noter que pour les deux codages, les claaseplus unene sont pas nécessaires pour résoudre le
probléme de décision (si une solution existe sans ces clauses, aloreilmasolution avec ces clauses),
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mais doivent étre prises en compte pour effectuer une correspandatre les solutions trouvées par
SAT vers le CSP [WLsH 2000, GENT 2002].

D’autres conversions CSP vers SAT existent, notammenbdeEncodingWAaLsH 2000], permet-
tant d’obtenir un nombre restreint de variables propositionnelles dansteme SAT (logarithmique
en la taille du CSP). Lidée est simplement d'utiliser la représentation en lease(dinaire) des va-
leurs décimales du domaine des variables du CSP : chaque littéral SASpmrcka un « bit ». Cette
représentation est cependant moins efficace que les précédenfestiBulier, la propagation unitaire
utilisée par DPLL permet moins d’inférence sur la représentation Log uue seprésentation directe,
et a fortiori la représentation par supports, d’'un méme probléme.

1.1.4 Complexité algorithmique
Classes de complexité

La théorie de la complexité s'intéresse a I'étude formelle de la difficulté dédgmnes (calculables)
en informatique, la question étant de savoir s’ils peuvent étre résoloaasfinent ou pas en se basant
sur une estimation (théorique) des temps de calcul et des besoins en ménooimafitfue.

Afin d’étudier la complexité des problémes, on raméne tout ordinateur a uglenfmmel. On
distingue essentiellement la machine de Turing et la machine de Turing nomité$ée. Une machine
de Turing déterministe ne fait qu’un calcul & la fois. Un calcul est conglittpes élémentaires et pour
un état donné de la mémoire de la machine, I'action élémentaire effectuéelgetastda méme. Tout
ordinateur classique programmé en langage impératif peut étre ramenéacimnee de Turing.

Une machine non-déterministe est purement théorique et ne peut étteuitenéd chaque étape
de son calcul, cette machine peut effectuer un choix non-déterministe : @tlelaoix entre plusieurs
actions, et elle en effectue une. SilI'un des choix 'améne a accept&eken considére qu’elle a fait
ce choix la. En quelgue sorte, elle devine toujours juste. Un autre manieod deur fonctionnement est
de considérer qu’'a chaque choix non-déterministe, elles se dédouétealpnes poursuivent le calcul
en paralléle suivant les branches du choix.

La théorie de la complexité repose sur la définition de classes de complexitétfzert de classer
les problémes en fonction de la complexité des algorithmes qui existent paéstasire. Les classes
les plus importantes sont les clasgest NV P. Un probleme de décision est daRss’il peut étre décidé
par un algorithme déterministe en un temps polynomial par rapport a la taille daiags Le probleme
est alors dit polynomial. Les problémes dahsorrespondent en fait a tous les problémes facilement
solubles.

Un problemeN P est non-déterministe polynomial : la classSe réunit les problémes de décision
pour lesquels la réponsei peut étre décidée par un algorithme non-déterministe en un temps polynomial
par rapport a la taille de I'instance. Etant donné une solution au probemeun certificad, il existe un
algorithme dang® permettant de vérifier ce certificat. Intuitivement, les problemes daRssont tous
les problémes qui peuvent étre résolus en énumérant I'ensemble diésnsopossibles en les testant
avec un algorithme polynomial. La classe O est similaire a la class& P, mais avec la réponse
non

C étant une classe de complexité, on dit qu'un problem&esbmplet si il est dang’, et qu'il est
C-difficile. Un probléme es€'-difficile s’il est au moins aussi dur que tous les problemes daresest
a dire que tout probléme danspeut étre ramené a ce problemed@k 1971]. Cook démontre en 1971
que le probléme SAT esY P-complet. Etant donné qu’un CSP peut étre ramené & un probléme SAT et
vice-versa en temps polynomial, le probléme CSP est égalemBrtomplet. Le nom de ces classes est
guelque peu sujet a confusion, étant donné que les probladnfedifficiles ne sont pas nécessairement
dansN P. Les problemesV P-complets sont les problémes les plus difficitEsis N P. Les problemes
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N P-difficiles sontau moinsaussi difficiles queV P, mais ne sont pas nécessairentuarsNP.

On sait queP € NP, maisP # NP (i.e. il n'est pas possible de résoudre un problé¥e en
temps polynomial sur une machine déterministe) est encore au stade de Euwrenjeien qu’elle soit
tres forte. En pratique, on s’attache donc a améliorer des algorithmeseskjms pour les problémes
NP.

Comportements asymptotiques

La notation grand) permet de décrire le comportement asymptotique (I'ordre) des fonctidies. E
définit une limite asymptotique supérieure, et est particulierement importantd'@ode et la compa-
raison des algorithmes polynomiaux.

On écritf(n) € O(g(n)) ssilim sup

n—o0

(n)' < o0
g9(n)

Par exemple, la fonctiofi(n) = 4n? — 2n + 2 € O(n?) € O(n?).... Les problémesV P-complets
nécessitent a priori des algorithmes exponentiel®@rxp(n)) pour étre résolus (sauf 8l = NP!)

La notation grand permet de définir une limite asymptotique inférieure :
o,
9(n)

f(n) = 4n? — 2n + 2 € Q(n?) € Q(n).... On se contente cependant en général de déterminer la
limite supérieure par la notatiafl, bien que le « pire des cas » stigmatisé par ces études ne survienne
que rarement en pratique.

Dans certains cas, la notatiéh qui décrit I'équivalence asymptotique, pourra étre particulierement
intéressante :

f(n) € ©(g(n)) ssif(n) € O(g(n)) A g(n) € O(f(n)),
ou encoref(n) € O(g(n)) A f(n) € Q(g(n)).

La notation® est la plus précise, puisqu’elle exprime a la fois une borne asymptotiqueuriet
supérieure (d'ailleursf (n) = 4n? — 2n + 2 € O(n?) ¢ O(n3) ni O(n)).

Les algorithmes systématiques utilisés pour la résolution de CSP ont une citénpigonentielle
(etil est peu probable qu’on trouve un jour un algorithme non expon@uatig résoudre un tel probléme,
a moins queP = N P). L'ordre de ces algorithmes est ér{d").

f(n) € Q(g(n)) ssiliminf

n—oo

1.2 Meéthodes d’inférence

Pour résoudre des CSP (et les autres problemM&scomplets), on utilise généralement un algo-
rithme exponentiel complet de recherche systématique, ou un algorithme ileta®pecherche locale
(voire d'autres techniques incomplétes, comme les algorithmes évolutionoaipes colonies de four-
mis). Dans les deux cas, on explore un espace de recherche de tadleeptiplle pour trouver une
solution. Les méthodes d’inférence ont pour but de réduire la taille colgore, et donc de I'espace de
recherche, en temps polynomial. Pour ce faire, on a la possibilité d’expliisepropriétés des graphes
appelées dexnsistanced.es consistances permettent d’'identifier des valeurs ou plus génénaldese
instanciations qui ne pourront appartenir a aucune solution (nogaadis)nc de les supprimer du réseau
de contraintes [BCHTER2003].

On utilisera les notations suivantes :

— Etant donné une consistange¢(P) représente le réseapconsistant< P le plus grand. En

généralv P, ¢(P) est unique, bien qu’on puisse concevoir des consistances pouellesqte ne
soit pas vrai.
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1.2. Méthodes d’inférence

— Si le domaine d’une variable est vidéofn(X) = ()) ou si une contrainte n'autorise aucune
instanciation £el(C') = ), le réseau est inconsistant. On note alBrs: L.

— P|x—, représente le réseau P dont le domaine de la varigl#st réduite a la valeura }.

Les consistances de domaine permettent d’identifier des nogoods de tailet§ dire des valeurs
inconsistantes [BBRUYNE ET BESSIERE2001]. Ce sont les consistances les plus utiles en pratique,
puisque la suppression de valeurs est une opération trés élémentaitedarouveurs de CSP.

Les consistances de relation permettent d’identifier des nogoods de tal®igque, c'est a dire
des instanciations inconsistantes. Les consistances de relation nétegstas contraintes soient ex-
primées en extension afin de stocker les multiplets supprimés, et la structdrsedu peut étre amenée
a étre modifiée (on ajoute des contraintes). Les consistances de relatiaoro peu utilisées en pra-
tique, a cause des colts en mémoire, mais aussi parce que la modificatiotratdlaesdes graphes peut
perturber les algorithmes de recherche. De plus, en ajoutant desiotastran ralentit les algorithmes
de propagation simples comme la consistance d’arc, dont la complexité daresdegpcas est propor-
tionnelle au nombre de contraintes. Les consistances de relation cdivesreat été introduites afin de
limiter ces inconvénients : on ne stocke les multiplets supprimés que dans lesmtestdéja présentes
dans le réseau initial. Ces consistances sont bien entendu moins fortes goasistances de relation
« complétes » [EBRUYNE 1999].

Pour comparer la force des différentes méthodes d’'inférence, on ledis®tations suivantes :

— Une consistance est plus forte qu’une consistange noté¢ = 1 ssi tout CN¢-consistant est

aussip-consistant.

— Une consistance est strictement plus forte qu’une consistangenoté¢ ~ v ssi¢ = ¥ etl

existe au moins un Ch-consistant mais pag-consistant.

Les inférences basées sur les consistances transforment un prasameautre strictement équi-
valent : les solutions sont identiques. Les méthodes d’inférence pertrdttihminer les symétries (la
détection de valeurs substituables, par exemple) suppriment une padisutéems, et le probléme n’est
alors équivalent que du point de vue de la consistance.

En général, sp = 1, alorsVP, ¢(P) < ¢(P). Cependant, pour établir certaines formes d'inférence
(comme la chemin consistance PC ou la chemin consistance partielle PPC)aomeest a ajouter des
contraintes dans le réseau. Dans ce cas, la relaijét) < (P) tient toujours si I'on compare les
contraintes ajoutées dam$P) aux contraintes universelles implicites portant sur les mémes variables
dansy(P).

On peut étre amené & combiner des consistances. On otetd P) = ¢((P)) et(¢p o )™ est
défini récursivement telle que o 1)°(P) = P et(¢ o ¢)"(P) = ¢ o o (¢ op)" 1(P).

1.2.1 Consistance d’arc et consistance d’arc généralisée

La consistance d'arc (AC pour Arc Consistency) est clairement larigtéda plus étudiée et la plus
utilisée pour effectuer des inférences lors de la résolution de CSP. Abldisur pratiquement tous les
types de CSP discrets de par sa faible complexité théorique et son tresrbportement en pratique,
il existe de plus des algorithmes de conception trés simple capables d’'étaliimdestance d’'arc de
maniére optimale. La consistance d’arc est définie sur les réseaux bjmaais est généralisable aux
réseaux quelconques (GAC pour Generalized Arc Consistency).

Définition 12 (Consistance d’arc généralisé&tant donné un réseau de contrainkes- (27, %), une
valeur X, est arc-consistante (généralisée) Xsia au moins un support dans toutes les contraintes
associées a la variable.

Un réseauP est arc-consistant sgiX € 27, Va € dom(X), X, est arc-consistant.
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Arc—Consistant Arc—-Inconsistant

FIGURE 1.12 — Exemple de propagation par consistance d’arc

Les nombreux algorithmes permettant d’établir la consistance d’'arc (ounsistance d’'arc généra-
lisée) cherchent a supprimer les valeurs ne vérifiant pas cette prdpri@tés rapidement possible. La
figure 1.12 donne un exemple de réseau arc-consistant a gaucteeijreinsistant a droite. Pour rendre
le réseau de droite a nouveau arc-consistant, il faut tout d’abopiswgr la valeurf de X5 qui n’a pas
de support dan&s, puis, par propagation, la valekide X; et enfin la valeur. de X,.

Lalgorithme GAC-3

L'algorithme de référence permettant d’établir la consistance d’arc Ifekjerithme AC-3 [MAC-
KWORTH 1977], assez efficace en général et facile & implanter. Il présesteamplexité temporelle
enO(ed?) dans le pire des cas et une complexité spatiale limitée (la gQemeine taille en(n)), en
dehors des structures de données nécessaires pour décrireale téakgorithme GAC-3 généralisant
I'algorithme AC-3 aux contraintes d'arité quelconque présente une coitipternporelle dans le pire
des cas e (ek3drFt1).

Les algorithmes 1, 2 et 3 permettent d’'établir la consistance d’arc gégééralisvant la méthode
GAC-3 orientée variables [MIGREGOR1979, GHMEISS ETJEGOU 1998, BousSEMARTet al.2004B,

]. L'algorithme 1 se base sur un ensembledes variables « récemment modifiées » dont les voisins
doivent étre révisés par I'algorithme 2. Les lignes 6, 7, 9, 10 et 15 ani8des optimisations qui seront
décrites dans le pargagraphe suivant. En général, on fera apg®C#&@n initialisant I'ensemble de
variables a révisef) par# = £ . Cependant, quand on sait qu'une seule varidbla été modifiée
dans un réseau GAC (ce qui est souvent le cas quand on utilise uitratgdGAC comme base d'un
autre algorithme comme SAC ou MGAC — cf sections 1.2.4 et 1.3.1), on pourreeutftis= {X}.

On fait appel ligne 11 & une fonctiaroid Revision qui permet de détecter avec une complegité)

si toutes les valeurs d& ont au moins un support dads (voir paragraphe suivant sur la détection de
révisions inutiles). Sivoid Revision renvoiefaux, il faut effectuer une révision compléte de la variable
via I'algorithme 2.

La fonctionseekSupport(C, X,) contrble I'existence d’'usupport c’est a dire une instanciation sa-
tisfaisant la contraint€'. L'algorithme 3 est un algorithme simple qui réalise cette fonctio® @i 1),
mais on verra ensuite que I'on peut améliorer cette complexiié:k(C, I) contrble simplement si la
contrainteC' est satisfaite par I'instanciatioh Si aucun support pour une valeur dans une contrainte
n'est trouvé, alors la valeur peut étre supprimée. Il faudra alorg@entoutes les variables voisines
pour voir si d'autres valeurs ne doivent pas étre supprimées paagation (ligne 8 de I'algorithme 1). Il
existe d’autres variantes de GAC-3, orienté contraintes, orienté@regrainte, Variable) ou orienté
variables inversées (on stocke d@psion pas les variables récemment modifiées mais les variables a
réviser). L'avantage de la version présentée par I'algorithme 1 ediadiile () contient généralement
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Algorithme 1 : GAC-3 (P = (Z',%) : CN, % :{Variable}) : CN

1
2

w

~N o o b

[ee]

10

11
12
13

14
15
16

17
18

Q<+
VC € €,VX € vars(C), rev[C, X| « vrali
tant que Q # () faire
prendreX de(@
pour chaqueC € ¢ | X € vars(C) faire
si —rev[C, X] alors

| continuer

pour chaqueY € vars(C) faire
SiY = X ABZ e vars(C) | Z # Y Arev|C, Z] alors
| continuer

si mavoidRevision(C,Y') A revise(C,Y") alors
sidom(Y) = ) alors
| retourner L
Q<+ Qu{Y}
pour chaqueC’' € € | C' # C AY € vars(C') faire
L rev[C’,Y] <+ vrai

pour chaqueY € vars(C) faire
L rev[C,Y] + faux

retourner P

Algorithme 2 : revise(C' : Contrainte,X : Variable) : Booléen

A W N P

[¢;]

domainSize < |dom(X)]
pour chaquev € dom(X) faire

si mseekSupport(C, X,) alors
L | retirerv dedom(X)

retourner domainSize # |dom(X)|

Algorithme 3 : seekSupport-&{ : Contrainte X, : Variable,,..,-) : Booléen

1
2
3
4

5

Soit.# I'ensemble des instanciations possibles des varialleg$C)\ X
pour chaquel € .7 faire
sicheck(C,I U X,) alors
| retourner vrai

retourner faux
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FIGURE 1.13 — Relation entre la taille du domaine, les conflits et les supports

peu d’éléments et il devient possible de la trier suivant un critére qugleosans alourdir I'algorithme.

En révisant d’abord les variables dont les domaines sont les plus petibtient la variante considéree
comme la plus rapide de GAC-3. D’autre part, il est possible de limiter les dd&siplus évidents de

I'approche orientée-variable en détectant certaines révisions inutitas{BEMARTet al. 20048, ].

Détecter des révisions inutiles

Pour ce faire, nous utilisons une légére variante de I'approche prepms [BOUSSEMARTEet al.
20048, ] : le compteurctr(C, X) peut en pratique étre remplacé par un booléen. L'idée est que si aprés
avoir sélectionné une variablg, on effectue une révision effective de I'af€,Y") (c’est a dire qu'on
supprime au moins une valeur du domaineYde puis I'on sélectionne la variablE entrainant une
révision effective de I'ar¢C, X), il est inutile d’effectuer & nouveau la révision (f8,Y") si X est a
nouveau sélectionné et n’a pas été modifié ailleurs. En associant ureboeléC, X| a chaque arc, il
est possible de déterminer quelles révisions sont utiles : cela correapdast ligne 6 de I'algorithme
1). Initialement, toutes les révisions sont potentiellement utilesdC', X| est initialisé &/rai pour tous
les arcg(C, X). D’autre part, quand une variahlé est sélectionnée et qu’une contraitémpliquant
X est considérée, deux situations peuvent survenitX Sist la seule variable dears(C) telle que
rev[C, X| = vrai, alors la révision de tous les ar@s, V') tels queX # Y est effectuée. Sinon, tous les
arcs(C,Y), y compris avecX =Y, sontrévisés (en effet, il est utile de révigér, X') puisqu’au moins
une autre variable dears(C') a été révisée ailleurs). La structurev[C, X] a une complexité spatiale en
O(ke).

Finalement, on peut également détecter une partie des révisions inutilesgpaimple opération
permettant de déterminer si une valeur a au moins un suppow$BEMART et al. 2004c, ]. Une
valeur X, a au moins un support daidsyy ssi|SpI(C, X,)| > 0. On peut parfois détecter ce cas
de figure sans avoir a rechercher un support par énumération desletsltifn effet, a tout moment,
ISpI(Cxy, Xa)| = |dom(Y)| — |Cf(Cxy, Xa)| (cf figure 1.13). Evidemment, il n’est pas plus facile
d’énumérer les conflits que d’énumérer les supports. Cependantiivdsageable de compter le nombre
de conflits et de supports pour chaque valeur au début de la reeh&idis relations ne sont pas mo-
difiées au cours de la recherche, les supports et les conflits restgntrtoinclus dans les ensembles
de supportsSp™*(Cxy, X,) et de conflitsC f*(Cxy, X,) au début de la recherche : pendant une
recherche par MGAC, on va supprimer des valeurs, c’est a diree®itahflits, soit des supports.
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Algorithme 4 : avoidRevision(' : Contrainte X : Variable)

1 size <1
2 pour chaqueY € vars(C) | Y # X faire
3 L size < size X |[dom(Y)]

4 retourner size > |Cf™*(C, X)|

On a doncC f(Cxy, Xa) € Cf"(Cxy, Xa), SOit|Cf(Cxy, Xa)| < |Cf™*(Cxy,Xa)| et donc
|ISpI(Cxy,Xs)| > |dom(Y)| — \Cfm“(CXy,Xa)\. Si |[dom(Y)| > }Cfimt(CXy,Xa)\, alors
|SpI(Cxy,X,)| > 0 etil est inutile de rechercher un support 8g dansCxy : on sait qu'il en
existe au moins un.

On peut aussi constater que|&m(Y)| > x| |Cf™ (Cxy, Xy)|, alors toutes les valeurs
vedom

du domaine deX ont au moins un support daiSet il est inutile de réviser la variabl& par rapport a
Y.

Lorsque I'on utilise un algorithme comme GAC-2001 ou GAC:3décrits ci-dessous, tester la pre-
miére propriété prend presque autant de temps que de contrdler I'egistemcsupport. On se contente
donc en pratique de la seconde propriété, capable d'identifier un g@ntre de révisions inutiles
simultanément. Cette propriété est généralisée aux contraintes d’arité rquedc@lgorithme 4). On
compte au début de la recherche le nombre de supports et de conflitsgqlearaleur (sauf si les arités
des contraintes dépassent un certain seuil), et on recherche le maxereonftits de chaque variable,

que 'on stocke dans la structu@f™*(C, X)| = max |C ™ (C, X))
vedom

Algorithmes optimaux

AC-3 souffre cependant de « cas pathologiques », des cas partaldigeseaux ou sa complexité
dans le pire des cas est exhibée, par exemple les instances de type DaAmMnNG[ET YAP 2001].
L'algorithme AC-4 a été introduit pour améliorer la complexité dans le pire destcatteintO (ed?). Il
a été prouvé gu'il s'agissait de la complexité optimale pour établir la consestharc [MOHR ETHEN-
DERSON1986]. La complexité moyenne de AC-4 est cependant trés mauvaisigpraent identique
a la complexité dans le pire des cas, puisqu’elle nécessite systématiquerntesiedeous les multiplets
de toutes les contraintes pour maintenir a jour des structures de donniédgpathme fonctionne mal
en pratique. D’autres algorithmes ont été proposés par la suite : AG/HL[R 1991, VAN HENTEN-
RYCK et al. 1992, ], AC-6 [BESSIERE1994], AC-7 [BESSIEREEet al. 1999, | ou AC-8 [GHMEISS ET
JEGOU 1998]. Les algorithmes AC-4 & AC-7 sont des algorithmes a « grain finr»gpg@osition aux
algorithmes a « gros grain » que sont AC-3 et ses variantes. Les algaiéhgnain fin travaillent sur des
triplets (Contrainte, Variable, Valeur) alors que les algorithmes a gros grain travaillent sur des arcs
(Contrainte, Variable). Cependant, les algorithmes les plus utilisés restent les améliorations d’AC-3,
et en particulier AC-2001 et ACt3. [WALLACE 1993], par exemple, montre que AC-3 est en pratique
presque toujours plus efficace qu’AC-4. AC-2001 consiste en undesampélioration d’AC-3 et présente
la complexité optimale e®(ed?) [BESSIEREet al. 2005, ].

La complexité optimale pour établir GAC est @¢ckd”) et est atteinte par GAC-4 [MHR ETMA-

SINI 1988] et GAC-schema [BSSIERE ETREGIN 1997]. La généralisation de AC-2001 aux contraintes
d'arité quelconque, GAC-2001, présente une complexité dans le picasesO (ek2d"). Malgré le fac-
teur k par rapport a la complexité optimale, GAC-2001 reste trés efficace enygapC-2001 amé-
liore GAC-3 en enregistrant pour chaque triplet le dernier multiplet sugpmuveé last[Contrainte,
Variable,qenr]. Quand on cherche un multiplet valide, on reprend la recherche d’un fetitglide au
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Algorithme 5 : seekSupport-2004) : Contrainte, X, : Variable,,;..,) : Booléen

1 Soit.# I'ensemble ordonné des instanciations possibles des variahtes’)\ X
2 pour chaque! € .¥ | I > last|C,X,] faire

3 Sicheck(C,I U X,) alors

L last]C,X,) < I

N

5 retourner vrai

6 retourner faux

Algorithme 6 : seekSupport-rnd{ : Contrainte X, : Variable,q;...) : Booléen

1 Sicheck(C,res[C, X,]) alors
2 Lretournervrai

Soit.# I'ensemble des instanciations possibles des variablesC')\ X
pour chaquel € . faire
I'«—~ TUX,
Sicheck(C, I') alors
pour chaqueY,, € I’ faire
L res[C,Yy] < I’

9 retourner vrai

10 retourner faux

o N o g b~ W

dernier multiplet trouvé (cf algorithme 5). Cependant, a chaque noupel apgGAC-2001 (si au moins
une valeur a été restaurée entre deux appels), il faut réinitiddisgpuisque entre deux appels le dernier
multiplet support trouvé n’est peut étre plus valide. Outre le temps de réirtialis non négligeable en
pratique, il arrive fréquemment qu’un multiplet trouvé reste valide d'ymebpur I'autre a GAC-2001.
Une des dernieres améliorations de GAC-3, GAC-R'atteint pas la complexité optimale dans le pire
des cas mais évite les réinitialisations de la structuse (remplacée ici par une structures pour « ré-
sidus », de conception similaire). L'idée est simplement, si le multiplet enregistsé plus valide, de
reprendre la recherche d’un multiplet au début. L'algorithme 6 exploitelukelg multidirectionnalité
des contraintes en enregistrant le dernier multiplet trouvé pour touteddess/du multiplet simultané-
ment (lignes 6-7). Il s’agit d’un algorithme extrémement efficace en praifECOUTRE ETHEMERY
2007]. Les structureluist ourev admettent une complexité spatiale@(k>ed).

Incrémentalité

Une propriété intéressante de tous les algorithmes de consistance d'lenr éscrémentalité : un
algorithme d’AC est dit incrémental si sa complexité dans le pire des casesdigigde quand il est
appliqué une fois sur un réseau dontdéet quand il est appliqué jusquiad fois sur P ou, entre deux
exécutions successives, au moins une valeur a été supprimée. Orngeabastruire des algorithmes
autour d’AC qui exploitent cette propriété et obtenir des complexités dapisdeles cas relativement
faibles (cf [BESSIERE ETDEBRUYNE 2005], par exemple).
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Alternatives a la consistance d’arc

PIC et PWIC : Les alternatives a la consistance d’arc généralisée sont peu noebetyeu d’entre
elles peuvent étre efficacement maintenues pendant la recherchec@eistances prometteuses a été
récemment mis en avant parj&rRGiou ETWALSH 2006] :

— la consistance de chemin inverse (PIC pour Path Inverse Consistelatignnelle. La définition
de PIC correspond a la définition d&SAC que I'on trouve dans la section 1.2.4 avéc= 2.

— la consistance inverse par paires (PWIC pour PairWise Inversestemsy), plus forte que rel
PIC. PWIC a été développée a partir de la consistance par paires (PAWEsSENet al. 1989, ],
une consistance de relations) qui spécifie que toute instanciation cotesidéans une contrainte
C' doit pouvoir étre étendue a toute autre contrainte qui partage au moinsuagle avec.

Ce sont deux consistances de domaine, applicable aux contraintegnaoed) plus fortes que GAC et
pouvant étre établies en un temps limité. Les complexités des algorithmes mepos@ssez faibles :
O(e%k%d*) pour l'algorithme PWIC-2, ce qui ne représente qu'un fact@(e) par rapport & GAC-
2001. [STERGIOU ET WALSH 2006] montrent que maintenir PWIC pendant la recherche fonctionne
particulierement bien sur les réseaux de contraintes épars (c'est avdiraun nombre de contraintes
relativement faible, ou le facted?(e) a le moins d’'impact sur les performances de I'algorithme).

Watched Literals : Les Watched Literals sont issus des algorithmes utilisés pour effectuesda-pr
gation unitaire pour le probléme SAT (dans le cadre d’'une procédurd DPEGENT et al. 20068, ]
ont récemment étudié une adaptation du mécanisme des Watched Literaléqlmar IGAC lors de la
résolution d’'un CSP. En pratique, le mécanisme est tres proche de celéd pali$SAC-3™. Lidée est
de « surveiller »\atch des couples (Variable, Valeur) (les « littéraux » pour un CSP). Ef, effen’est
gue lorsque le dernier support d'une valeur dans une contraintegstimé que la valeur elle-méme
doit étre supprimée. Il est donc inutile d’effectuer des propagations twhas les cas. On décide donc de
« surveiller » un des supports de chaque valeur. Quand celui-ci®is et seulement dans ce cas, on
cherche aprés un autre support. Si aucun support ne peut étré ttawaleur peut étre supprimée. Les
supports ainsis surveillés peuvent étre ramenés aux « résidus » utiisea@™ et fonctionnent de
fait de la méme fagon.

1.2.2 Consistance de chemin et consistance de chemin consgive

La consistance de chemin a été introduite trés tot dans la littérature, et éfasedjue pour les
réseaux binaires. La consistance d’arc a été dans un premier tempseéddadl-consistance :

Définition 13 (k-consistance)Une instanciation consistante de taile- 1 (portant surk — 1 variables)
estk-consistante si elle peut étre étendue a kheariable, c’est a dire que pour touké variable non
instanciéeX, il existe une valeus telle que l'instanciation étendue a cette valéiyrest consistante.

La consistance d’arc est alors la 2-consistance et la consistanceiénda 3-consistance. Pour
définir la consistance de chemin, on introduit la notion d’arc-consistdnoecduple de valeurs dans un
réseau binaire :

Définition 14 (Consistance de chemin (PCBtant donné un CN binaitB = (2°, %), une instanciation
de longueur Z X,, Y, } est chemin-consistante (PC) 8 € 2" | Z ¢ {X,Y}, 3c € dom(Z) tel que
les instanciation$ X,,, Z.} et{Y;, Z.} sont consistantes.

P est PC ssi toutes les instanciations consistantes de longueu? 3aie PC.

P est fortement chemin-consistant (sPC) ssi il est a la fois AC et PC.
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Chemin—-Consistant Chemin-Inconsistan

FIGURE 1.14 — Exemple de propagation par consistance de chemin.

Définition 15 (Consistance de chemin conservative (CPCEgRUYNE 1999]) Etant donné un CN
binaire P = (27,%), une instanciation de longueur{2,,Y;} est chemin-consistant conservative
(CPC) ssi:

— soitAC € € | vars(C) = {X,Y},

— S0itVZ € 27| 3(C,C") € €? | vars(C) = {X, Z} Avars(C') = {Y, Z} ATc € dom(Z) tel que

les instanciation$ X,,, Z.} et{Y;, Z.} sont consistantes.
P est CPC ssi toutes les instanciations consistantes de longueu? 2atg aussi CPC.
P est fortement chemin-consistant conservatif (SCPC) ssi il est & la @istAPC.

La figure 1.14 montre un exemple de propagation par consistance de charfigure de gauche est
chemin consistante. Sur la figure de droite, la contrainte universelle En¢teZ doit tout d’abord étre
introduite. Les instanciation§X, Z»} et{ X3, Z; } sont alors chemin-inconsistantes : il n’existe pas de
valeur dang” compatible a la fois ave&’; et Z,, ni avecXs et Z;. On obtient donc le réseau de gauche
aprés application de la chemin consistance au réseau de droite. Onrpatquer dans cet exemple que
I'application de la consistance de chemin au systéime Y A Y = Z revient a introduire la contrainte
implicite X = Z. La consistance de chemin conservative a été introduite afin de limiter I'idoam
d’introduire de nombreuses contraintes pour établir la consistance dercfmmme indiqué en début
de cette section 1.2) : on ignore les instanciations inconsistantes de déaldegsi il n'y a pas de
contrainte dans le réseau dont les variables correspondent a I'iiasi@amc

Plusieurs algorithmes ont été introduits permettant d’établir la consistandesderc L'algorithme
proposé par [MGREGOR1979] pour établir la consistance de chemin forte se base sur la consistanc
d’arc. Il présente une complexité temporelle®@m’d®) et une complexité spatiale €énn2d?). Les al-
gorithmes PC-5 [8iGH 1995] et PC-2001 [BssIEREet al. 2005, ] presentent une complexité tempo-
relle enO(n3d?) (il s’agit de la complexité optimale) et une complexité spatial©®émd?). Finalement,
I'algorithme PC-8 [GiIMEISS ETJEGOU 1998], malgré une complexité temporelle non-optimale dans le
pire des ca®)(n3d*) (et une complexité spatiale &n2d?)) est considéré comme le plus efficace en
pratique.

Théoréme 2([DEBRUYNE 1999]). PC = CPC, sPC > sCPC

Bien que cette relation signifie a priori que pour tout ENPC(P) < CPC(P), mais PC nécessite
généralement pour étre établie d’ajouter des contraintes. La relatiotrel’grtient cependant si on
ajoute dans le résedUPC(P) des contraintes universelles implicites, portant sur les mémes variables,
pour remplacer les contraintes manquantes.

On trouve également une autre définition de la chemin consistance damsTAMARI 1974] et
[MACKWORTH 1977]. Un chemin est une séquenceideariables(Xy, ..., Xx) (la méme variable
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NEERY

FIGURE 1.15 — Trois graphes triangulés

peut apparaitre plusieurs fois dans la séquence). Un chemin est palisshaque couple de variables
(X, X;44) du chemin on peut trouver une valeyreta;,, dans le domaine de chaque variable telle que
l'instanciation{(X;, a;), (X;+1, a;+1)} Soit consistante. Un réseau est PC si tous les chemins possibles
sont PC. Le nombre de chemins d’'un CN est cependant trés importarg, @ontente donc d'établir

la chemin consistance sur un graphe complet. Dans ce cas, il suffit tgr@ren compte les chemins

de longueur 2 (c’est a dire les séquences d’exactement trois vajigbl@sobtenir un réseau chemin-
consistant [MONTANARI 1974].

La consistance de chemin partielle (PPC) ne prend en compte que les chifaaitigeenent présents
dans le graphe, c’est a dire que pour chaque couple de varigbleX’; ;) du chemin, il existe une
contrainte telle quears(C) = {X;, X;+1}. Il S’agit en quelque sorte d’'une variante plus forte de CPC :
CPC ne va contréler que les chemins de longueur 2. En pratique il restdiffiéite d'établir PPC
sur un graphe quelconque d’apres cette définition, puisque le nomlgteedens dans un graphe reste
extrémement important.

[BLIEK ET SAM-HAROUD 1999] montrent cependant que si un CN est triangulé et chaque chemin
de longueur 2 (du graphe triangulé, c’'est a dire les chemins liés paodésiaotes existantes) est PC
(c'est a dire que le CN triangulé est CPC), alors il est PPC. Un CN triareg un CN ou chaque cycle
(un chemin du graphe commencant et terminant par la méme variable) dedosgrictement supérieure
a 3 comporte une corde, c’est a dire une aréte (une contrainte) refiaxtndeuds (deux variables) du
graphe. La figure 1.15 donne des exemples de graphes triangulégid@wguler un graphe, comme pour
le compléter, on ajoute des contraintes universelles. Cependant, ijdatgrebien moins de contraintes
pour trianguler un graphe que pour le compléter.

Théoréme 3. Soit 7 un opérateur de triangulatidret G un opérateur de complétion de grapfieet G
réalisent respectivent la triangulation et la complétion en ajoutant desirdas universelles au graphe.
L'opérateur de chemin consistane€ suppose qu’on réalise en fait la complétion d’un graphe avant de
supprimer les multiplets correspondant aux instanciations chemin-incomsgstan

PC = CPCoG = PPCog

Ona:

PC = PPC = CPC (Mais PC nécessite de compléter le graphe et la PPC sur un graphe quelcon
est difficile a établir)

PPCoT =CPCoT

De méme pour les variantes fortes de PC, PPC et CPC (sPC, sPPC et sCPC)

2. On notera que la triangulation d’un graphe n’est pas unique
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1.2.3 Consistance de chemin restreinte

L'objectif des propriétés de consistance de chemin restreinte (a ne pfsde avec les consis-
tances de chemin partielle ou limitée) est de supprimer plus de valeurs que tAD téxitant les princi-
paux inconvénients de PC. Méme la complexité optimale de PC peut étre prahibiipropriété RPC
(Restricted PEne vérifie la consistance des relations seulement quand une relationlestitxe d’'une
valeur. De cette sorte, si la relation est inconsistante, la valeur peutipperaée [BERLANDIER 1995].

Cette propriété a été étendue &HERPC : on ne cherche apres un support chemin-consistant dans
une contrainte que pour les valeurs qui ont au maéirssipports dans cette contrainte. AC correspond
ala 0-RPC et RPC a la 1-RPC. Finalement, un CN est Max-RPC si touteddessvantau moins un
support chemin-consistant dans toutes les contraintes, quel que smihlEende supports [EBRUYNE
ET BESSIERE1997A]. La propriété Max-RPC semble atteindre un excellent rapport « vageumgri-
mées / temps » avec des algorithmes admettant une complexité temporelle dandds pas optimale
enO(en + ed? + Kd?) et une complexité spatiale dans le pire des ca@ e + kd).

Théoréme 4([DEBRUYNE ETBESSIEREL1997A]). sPC > Max-RPC > k-RPC > RPC > AC

1.2.4 Singleton consistance d'arc (SAC)

Un certain intérét a été porté au développement de consistances plsgjioet&AC. L'objectif est
toujours de diminuer le plus possible la taille des instances en un minimum de tempg)letos consis-
tance d’arc (SAC pour Singleton Arc Consistency), introduite p&HRUYNE ETBESSIERE19978], a
été particulierement étudiée ces dernieres années, celle ci semblamt@rés rapport valeurs suppri-
mées / temps intéressant.

SAC simple

On peut remarquer que SAC est tout a fait applicable aux réseausinaines, puisque on peut aussi
bien se baser sur AC que sur GAC. La littérature ne fait en pratique jamastitactdon entre SAC et
SGAC. La singleton consistance d'arc est définie ici en se basantstir G

Définition 16 (Singleton consistance d’arcktant donné un CNP = (.27, %), une valeurX, avec
X € Z estsingleton arc-consistante (SAC) GAC(P|x—,) # L.
Un réseauP est SAC ssvV.X € 27, Va € dom(X), X, est SAC.

Théoréme 5([DEBRUYNE ETBESSIEREL1997A]). sPC > SAC > Max-RPC

Les complexités données ici sont obtenues dans le cadre de réseaugshibien que la défini-
tion et les algorithmes s’appliquent également aux réseaux non-bindalggrithme de base SAC-1
introduit dans [EEBRUYNE ET BESSIERE19978] (algorithmes 7 et 8) présente une complexité dans
le pire des cas d&(en?d*). Nous apportons ici une légére amélioration, introduite damsflUTRE
et al. 2007a, ] : en supposant qué&” est ordonnéfirst(2") renvoie la premiére variable d¢", et
next-modulo( 2", X) renvoie la variable qui suiX dans.2” si elle existe, oufirst(.2") sinon. Ainsi,
I'algorithme se termine quand on a fait un tour complet de toutes les varialsiesfactuer aucune
modification. Une étude montre que la complexité optimale pour un algorithme detsimgmsistance
d'arc est enO(end?) et est atteinte par I'algorithme SAC-OPT au prix d’une complexité spatiale en
O(end?). L'algorithme SAC-SDS relache la complexité optimaig(¢nd*)) pour une meilleure com-
plexité spatiale @ (n2d?)) et un meilleur comportement en pratique dans la plupart des E&sS|BRE
ET DEBRUYNE 2005].
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Algorithme 7 : SAC-1(P = (2°,%¢) : CN) : CN
P+ GAC(P,Z")
X < first(2)
marque <— X
répéter
Si checkSAC(X) alors
P+ GAC(P{X})
marque <— X
sidom(X) = () alors retourner L

9 X « next-modulo(X,Z")
10 jusqu'a X = marque
11 retourner P

o N o gk~ W N R

Algorithme 8 : checkSACP : CN, X : Variable) : Booléen

1 modif + faux

2 pour chaquea € dom(X) faire

3 SiGAC(P|x=q,{X}) = L alors
4 retirera dedom(X)

5 L modif < vrai

6 retourner modi f

L'algorithme SAC-3 méle recherche et inférence pour obtenir une coitdliglentique a celle de
SAC-1 mais a généralement un meilleur comportement en pratique que SAG&DSur les probléemes
aléatoires) et la possibilité de découvrir des solutions au CN pendantliséehent de la Singleton
consistance d’arc [ECOUTRE ETCARDON 2005].

Finalement, [EESSIERE ETDEBRUYNE 2008] ont proposé une extension de SAC nommée la sin-
gleton consistance d’'arc propagée (SPAC), basée sur I'obsergaiiante : siv;, ¢ AC(P|x—,), cela
correspond a la détection du nogoed = a V Y = b et on peut en déduire qué, ¢ AC(P|y—p). Il
est alors possible d’exploiter cette inférence lorsque I'on teste la singleteconsistance dg,.

K-SAC et K-SAC faible [vAN DONGEN 2006

On peut généraliser la propriété de singleton consistance d’'arc aundiaians :

Définition 17 (K-singleton consistance d’atcpoit un CNP = { £, %’ }. Une valeurX, de P estK-
SAC ssi pour tout sous-ensemble variables (distinctes}dgX,, Xo, ..., Xx—1} de longueuts — 1,
il existe une instanciation portant sur ces varialles;, v1), (X2, v2), ..., (Xx—-1,vk—1)} de longueur
K — 1telle QUeAC(P|x—urX, =0y AXog=vaAAXk_1=vk_1) 7 L

P estK-singleton arc-consistant ssi toutes les valeur® d®nt K -singleton arc-consistantes.

0-SAC revient a la consistance d’arc, 1-SAC a la singleton consistaaoe simple. 2-SAC est
une consistance de relations plus forte que la consistance de cheaNnD[ONGEN 2006] propose
une version « faible » de I& -singleton consistance d’arc, plus facile a étalilirSAC faible est une
consistance de domaine et peut étre définie comme suit :

Définition 18 (K -singleton consistance d’arc faiblepoit un CNP = {27, %}. Une valeurX, de P
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est K-SAC ssi il existe une instanciatiof{ X1, v1), (X2, v2), ..., (Xx—-1,vx-1)} de longueurk’ — 1
telle QUEAC(P| x—yA X, =vi AXo=vaAAXk_1=vi_1) 7 Lo

P est faiblemenfs-singleton arc-consistant ssi toutes les valeur®dmnt faiblement<-singleton
arc-consistantes.

La 0-SAC faible reste équivalente a AC et 1-SAC faible a SAC classique./e > 2, on obtient des
consistances de domaine plus fortes que SAEN[DONGEN 2006] propose un algorithme établissant
K-SAC faible sur des réseaux binaires avec une complexité dans le pirecagsen
O (en?d®*? + (n — K)en?d*) (en supposant I'utilisation d’un algorithme de consistance d'arc sous-
jacent optimal comme AC-2001). L'algorithme semble efficace en pratiqusgysel I'auteur indique
avoir montré pour la premiére fois, en moins d’'une heure de calcul aveenachine cadencée a 2,8
GHz, I'inconsistance du probléme trés difficdeen11- f1 (le probléme n’est pas faiblement 8-SAC).

1.2.5 Consistances aux bornes

Les consistances aux bornes ont été introduites pour les CSP contsa@SHedont les variables
peuvent prendre des valeurs dans le domaine desRéelstout du moins des flottaniy. Les domaines
sont alors stockés sous forme d’intervalles convéx@$, indiquant la valeur minimale et maximale des
valeurs du domaine. Comme dans le cas des CSP discrets, il existe de noalgmrithmes plus ou
moins forts de propagation de contraintesy ((dNEN 1992, FALTINGS 1994].

Le plus simple, la 2B Consistance (ou Hull Consistance), est une adaptatlarconsistance d’arc,
appliguée uniguement aux bornes des domainesOftME 1993, BENHAMOU et al. 1994, ]. Cette
consistance nécessite cependant I'existence pour chaque paitea{en Variable)(C, X') de deux
fonctions permettant le calcul des bornes min et max de I'ensemble dessvaliéeinues par projection de
X sur I'ensemble des supports @e Si de telles fonctions ne peuvent étre obtenues, il faut décomposer
le réseau de contraintes. La Box ConsistanceNBAMOU et al. 1994, ] exploite I'arithmétique des
intervalles (a,b] + [¢,d] = [a + ¢, b+ d], [a,b] X [¢,d] = [min(ac,ad,bd,bd), max(ac,ad,bc,bd)]...) et ne
nécessite pas de décomposer les contraintes. La 2B et la Box congstant&lentiques quand aucune
variable n'apparait plusieurs fois dans I'expression d’'une contrfweLAvIZZA etal. 1999, ].

On peut définir des consistances plus fortes que la 2B ou la Box cortgigtaraffectant une variable
aune de ses bornes et en contrélant si le réseau obtenu est toojosissant. Il s’agit de la 3B [HOMME
1993] ou Bound Consistance. La définition de la 3B consistance peuta@ipertée a la définition de
SAC pour les CSP discrets. On peut finalement introduire une définitiomsige de lakB Consistance
aveck > 2 [LHOMME 1994].

1.3 Méthodes de recherche

On regroupe généralement les méthodes de recherche pour la résdéupicmblemes combinatoires
en général et CSP en particulier en deux grandes familles : algorithntésnsyijues et algorithmes
non-systématiques (parfois appelés algorithmes heuristiques). Leghaiges non-systématiques sont
des algorithmes généralement incomplets, adaptés aux problémes satisiatrkes grande taille qui
restent intraitables par des méthodes systématiques. lls regroupent natdemeeherche locale, les
algorithmes évolutionnaires (« génétiques ») ou basés sur les « colorfmsraés ». Nous nous inté-
resserons ici aux algorithmes de recherche systématiques et aux atgarifle recherche locale.
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Algorithme 9 : MGAC-d(P =(£,%) : CN) : Booléen
si 2 = () alors retourner vrai
sélectionnerX € 4
pour chaquea € dom(X) faire
P’ + GAC(P|x=a,{X})
siP'# 1 ANMGAC(P'\X) alors
| retourner vrai

o g A~ W N R

retourner faux

~

1.3.1 Recherche systématique

La recherche systématique travaille sur des instanciations partielles. Gtepamstanciation vide,
et on effectue des hypothéses, c’est a dire qu’on tente d'affenteraleur a chaque variable. Quand
on détecte une inconsistance (généralement, un domaine vide), onefiaatetour-arrierebacktrach,
c’est a dire qu’'on annule la derniére hypothese (on désaffecteaniadbhle) pour en essayer une autre. De
cette maniére, on construit un arbre de recherche. Chaque brantasce correspond a une hypothese,
ou a sa réfutation. Si on parvient de cette facon a affecter toutes lablear on a trouvé une solution. Si
toutes les hypothéses possibles ont été envisagées sans succequuealpe le probléeme n’avait pas
de solution. L'ordre dans lequel les hypothéses (le choix d’'une \arethd’'une valeur a affecter) sont
faites est extrémement important. Des heuristiques sont amenées a effeatheix a chaque nceud de
I'arbre.

Pendant longtemps, les algorithmes systématiques de référence orfarigded CheckingdFC) et
sa généralisation aux contraintesires nFC (n pounon-binary. Aprés chaque affectation de variable,
on supprime les valeurs dans les variables voisines incompatibles aveclncradésie. L'inférence ef-
fectuée a chaque noeud d’'une recherche par FC peut étre vue corameééthode d'inférence moins
forte que AC. Au début des années 1990, I'algorithme FC avait été amaljgsieurs reprises par des
notions deetour-arriére intelligent et en particulier par lestour-arriére dirigé par les conflit¢Conflict
Directed Backjumpingu CBJ). FC-CBJ a longtemps été considéré comme le meilleur algorithme pour
résoudre un CSP. L'idée est, a chaque fois qu’on rencontre unesistance au cours de la recherche,
d’identifier la provenance de cette inconsistance et de revenir directénteesource du probléme. Ce-
pendant, avec le développement d’heuristiques dynamiques et d’afgesittie consistance d’arc plus
performants que GAC-3, on s’est rendu compte que I'algorithme MGACIgintient la consistance
d’arc généralisée a chaque branche de I'arbre, était généralefusrdfficace [3BIN ET FREUDER
1994, BESSIERE ETREGIN 1996].

Les premiers algorithmes MGAC étaienba@nchement-aire : chaque nceud de I'arbre correspond
au choix d’'une variable a instancier, puis on teste toutes les valeurs lpegsilur cette variable, une
par une. L'algorithme 9 donne un exemple d’un tel algoritheX représente le CN obtenu deen
retirant la variableX. Cependant, il a été montré récemment qu’un branchement binaire étagiléen
performant que le branchemeiire [HWANG ET MITCHELL 2005]. Le branchement binaire consiste
a tester une hypothése d’affectation de type= a, et, si I'hnypothése est réfutée, de supprimestu
domaine deX (X # a) avant d’établir a nouveau GAC. La réfutation consiste en la deuxiénmelea
du nceud. Au nceud suivant, on peut choisir une nouvelle hypothaseneswariable quelconque. Cet
variante de MGAC permet une bien meilleure flexibilité dans le choix des hygegtde branchement,
en particulier associé a des heuristiques adaptatives camalme(voir section 1.3.2 ci-dessous).

Un algorithme MGAC récursif & branchement binaire est décrit par 'dhlgoe 10. A chaque nceud
de l'arbre, une hypothése est considérée (ligne 3). Lhypothégeeflig-5) et sa réfutation (lignes 7-8)
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Algorithme 10 : MGAC-2(P =(2",%) : CN, maxz BT : Entier) : Booléen
simaxBT < 0 alors lever Expiration
si 2" = () alors retourner vrai
sélectionnerX, tel queX € 2 eta € dom(x)
P+ GAC(P|x=a,{X})
siP'# 1L N MGAC(P\X,maxBT) alors
| retourner vrai

P' < GAC(P|x2a,{X})
retourner P’ # 1 A MGAC(P', maxBT — 1)

o O~ W N B

oo

forment alors les deux branches du nceud. On maintient systématiquemeér(tig#es 4 et 7). L'algo-
rithme étant exponentiet}(d™)), on fixe un critére d’arrét pour contréler son exécution, ici le nombre
maximal de retour-arriéres autoriséax BT'. Si ce nombre est atteint, I'algorithme est interrompu sans
gu’on sache si le probléme est satisfiable ou non (ligne 1). Si toutesriablea ont été affectées, on a
trouvé une solution : le probléme est satisfiable (ligne 2).

A I'heure actuelle, maintenir des consistances plus fortes que GAC pieladatherche n’est pas
considéré comme compétitif dans le cas général. Ces consistances fottdsrsogénéralement appli-
guées pendant une phase de prétraitement. De cette sorte, elles pgEindfitier a tout type d'algo-
rithme de recherche.

1.3.2 Heuristiques pour la recherche systématique

On a indiqué plus haut que l'ordre dans lequel les hypothéses seatusfes est trés important.
Les heuristiques chargées d’effectuer le choix des variables ettirgy a affecter sont cruciales pour
résoudre efficacement les CSP. En particulier, les algorithmes de chueatidble peuvent changer du
tout au tout I'efficacité d’'un algorithme MGAC. Ces algorithmes ont en défedéfaut de dépendre
fortement des premiéres hypotheses effectuées. Si on commence@defahypothéses évidentes, on
finira forcément par buter sur les parties les plus difficiles du réseaordamtes. Il faudra alors revenir
sur ces hypothéses faciles et de prouver a nouveau l'inconsistersoig-problémes difficiles. C'est ce
gu’'on appelle lghrashing Le fait de faire beaucoup d’inférences a chaque nceud de 'adonegp de
limiter le thrashing (on détecte l'inconsistence de sous-problémes beaplesu@pidement), mais des
heuristiques évoluées vont aussi permettre a I'algorithme de se focalisgrsssous-problémes difficiles
et de les résoudre en priorité.

Plusieurs heuristiques de choix de variables ont été proposées. Cenpdistinguer trois types :

— Heuristiques statiquesleg (max-degrepet sa variantédeg (dynamic degree’

— Heuristiqgue dynamiquesiom (min-domain, brelaz, dom/ddeg.

— Heuristiques adaptativesudeg (weighted degréedom /wdeg

Les heuristiques statiques peuvent étre calcutéesiori, avant la recherche. L'ordre n’évoluera
pas pendant la recherche. Les heuristiques dynamiques sont léeslawchaque nceud, tandis que les
heuristiques adaptatives se basent sur des statistiques a priori iddéfnde I'arbre de recherche.

La premiére heuristique proposée distn (min-domain [HARALICK ET ELLIOTT 1980]. L'idée est
de choisir en priorité les variables les plus contraintes, c’est a dire liebles dont le domaine est le plus
petit. L'espace de recherche total d'un réseau correspond auipdoddomaine de toutes les variables.
C’est en supprimant une valeur du domaine le plus petit que I'on réduit$d’'pipace de recherche. On

3. Bien queddeg soit généralement estampillée « dynamique », il est en pratique trésdaaiculer avant la recherche
I'implication du choix de chaque variable en termes de degré et de fixarladodre de maniére statique.
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PaYA-T4

FIGURE 1.16 — Impact du choix d’'une variable sur le graphe de contraintes.

Algorithme 11 : revise-wdeg( : Contrainte, X : Variable) : Booléen

domainSize + |dom(X)]
pour chaquewv € dom(X) faire
L si —seekSupport(C, X,,) alors

A W N P

| retirery dedom(X)

[é)]

si |dom(X)| = 0 alors
L wght[C] + wght[C] + 1

7 retourner domainSize # |dom(X)|

(o]

peut estimer que la taille de I'espace de recherche correspond alit pi®tutaille du domaine de toutes
les variables R = ]y, [dom(X)| € O(d"). Si on supprime une valeur du domaine d’'une variable
X, la taille de I'espace de rechercRé = R x % =Rx(1- m). On minimise dond?’

en minimisanfdom(X)|.

Dans le méme ordre d'idée (choisir en priorité les variables les plus conghiittest efficace de
commencer par les variables affectées par le plus grand nombre possitbatdaintes. On peut éga-
lement prendre en compte I'effet sur le réseau de contraintes de faftecd’'une variable. En effet,
une variable singleton peut tout simplement étre ignorée dans le cadre 4€ MiBisque toutes les
valeurs incompatibles avec ce singleton dans les autres variables ont & fiér GAC. On peut donc
retirer cette variable du réseau, ainsi que toutes les contraintes natprésgors plus qu’une variable
non affectée, ce qui a pour effet de faire évoluer le degré de eheayiable. De cette sorte, on peut
« éclater » le réseau de contraintes en plusieurs sous-graphes gplilefacile de traiter (voir figure
1.16). De plus, il suffit gu'un seul de ces sous-graphes soit instams pour que I'ensemble du probléme
soit inconsistant. D’autre part, un ensemble arc-consistant de vaniabées par des contraintes de telle
sorte que les contraintes ne forment pas de cycle (elles forment uj esbabligatoirement consistant.

On peut donc considérer I'heuristique statigieg, ou le degré est calculé pour chaque variable
au début de la recherche, ou I'heuristique dynamididey. deg ou ddeg ne sont cependant pas trés
efficaces seules, mais se combinent tres bien avec I'heuristiguesoit pour trancher les égalités (c’est
le principe de I'heuristiquérelaz [BRELAZ 1979]), soit via un simple rappotorm /ddeg [BESSIERE
ET REGIN 1996].

De nombreux travaux ont montré que la derniere heuristidpie,/wdeg, était I'heuristique de choix
de variables la plus robuste a I'heure actuell®{BSEmMARTet al. 2004a, LECOUTREEet al. 2004,
HULUBEI ET O’SULLIVAN 2005,VAN DONGEN 2005, ]. L'idée est d’associer un compteught[C)|
a chaque contrainte, et d'incrémenter ce compteur a chaque fois quettaicte permet de vider un
domaine (cf la version modifiée devise algorithme 11, lignes 5 et 6). Lecored’une variable est alors
le résultat du rapport entre la taille du domaine etiégré pondéréle la variable. Le degré pondéré
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Algorithme 12 : initP(P = (27,%) : CN) : Integer
1 pour chaque X € 2 faire

2 sélectionnerv € dom(X) | countCon flicts(P|x—,) est minimal
3 P+ Plx—y

4 retourner countCon flicts(P)

d’une variable est la somme du poids des contraintes associées a la yatgabtete que plus d'une
des variables associées a la contrainte ne soit pas encore assigraestiquelom /wdeg choisit alors
en priorité une variable dont le résultat de ce rapport est minimal. Le fgibddérer les contraintes
souvent falsifiées a tendance a exacerber les contraintes ladiffitiles du probléme, et a identifier les
sous-réseaux difficiles.

Résoudre plusieurs fois de suite le méme probléme avec une Iégere modifibéditmire des heuris-
tiques peut engendrer d’'importantes disparités dans le temps de résoluposbteme. C’est le phéno-
méneHeavy-Tail[GoMEs et al. 2000, HJLUBEI ET O’SULLIVAN 2005, ]. Un probléme relativement
facile peut alors mettre beaucoup de temps a étre résolu en raison de nchowaisitiaux. Outre I'uti-
lisation d’heuristiques adaptatives commen /wdeg, I'utilisation des redémarrages permet de limiter
fortement ce phénomeéne. On fixe un critére d'arrét a MGAGABT). Sile probléme n’a pu étre résolu
aprésmaxz BT backtracks, on recommence avec de nouveaux choix initiaux. Dansde das: /wdeg,
le fait que les contraintes n'aient pas le méme poids d'un redémarrageti l&uffit a modifier les
choix initiaux. On fait progressenaxz BT géométriquement a chaque redémarrage de telle sorte que
I'algorithme reste théoriquement complet.

1.3.3 Recherche locale

La recherche locale a déja été envisagée pour résoudre les Q8PdMet al. 1992, GALINIER
ET HAO 1997, GALINIER ET HAO 2004, ], mais la littérature sur le sujet est bien plus maigre que
sur la recherche systématique, bien que la recherche locale ait été romguétudiée en recherche
opérationnelle ou méme pour résoudre le probléme SAT. Contrairementgmuittanes de recherche
systématique comme MGAC, les technigues de recherche locale sont pa ingampléetes : si une
solution existe, il n'existe aucune garantie de la trouver en temps fini, selele de solution ne peut
étre prouvée. Cependant, sur les instances de trés grande taille,decheciocale reste en pratique la
meilleure alternative.

Un algorithme de recherche locale fonctionne suridssnciations complétesine valeur est affec-
tée a chaque variable, puis l'instanciation est itérativeméparéejusqu’a la découverte d’une solution.
Une réparation implique en général le changement d'une valeur aff@aiée variable, de telle sorte
gue le moins de contraintes possibles soient violéasijidn et al. 1992, ]. L'instanciation initiale des
variables peut étre générée aléatoirement. Cependant, pour queniiérpseréparations soient plus in-
téressantes, on utilise généralement une instanciation gloutonne telle getgepar I'algorithme 12 :
on cherche & minimiser le nombre de conflits dés l'initialisationntCon flicts(P) renvoie le nombre
de contraintes falsifiées par des variables instanciées.

La conception d’algorithmes de recherche locale efficaces nécessiteelaun®int de structures de
données évoluées permettant le développement d’algorithmes incrémpuoissents, capables de gar-
der une trace de la qualité de chaque réparation. On utilise par exempleuaters de donnéeg X, v)
gui contient a tout moment le nombre conflits qu’aménerait la réparatiorstamntsa affecter la valeur
a X [GALINIER ET HAO 1997]. Les algorithmes 13 et 14 décrivent la gestion deheck(C') controle
si C' est satisfaite par I'instanciation actuelle des variables(C)). Comme chaque réparation n'a un
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Algorithme 13 : inity(P =(27,%) : CN)

1 y(X,v) « 0VX € 2" Vv € dom(X)

2 pour chaqueC € ¥ faire

pour chaque X € vars(C') faire
pour chaquev € dom(X) faire
L si ~check(C|x=,) alors

o 0~ W

L Y(X,v) + y(X,v) + wght[C]

Algorithme 14 : update/(X : Variable,v,;q : Value)

pour chaqueC € ¢ | X € vars(C) faire
pour chaqueY € vars(C) | X # Y faire
pour chaquev, € dom(Y) faire
Si check(Cly=v,) # check(Cly =y nx=v,,) alOrs
si check(Cly—y,) alors
| 7(Yivy) (Vo) — wght[C]
sinon
| (Vo) = 2(Youy) + wght[C)

1
2
3
4
5
6
7
8

impact que sur les contraintes impliquant la variable modiXieé devient possible de sélectionner la ré-
paration a effectuer et mettre a jopuenO(I'(X)kd) € O(n*~'kd) : c’est la complexité de I'algorithme
14 (linitialisation dey décrite par I'algorithme 13 se fait &n(ekd)).

Il arrive fréqguemment qu’aucune réparation simple ne puisse amélioffactation courante en
termes de satisfaction de contraintes. Dans ce casjinimum locala été atteint. Le principal défi de
la recherche locale consiste a trouver le meilleur moyen de sortir ou d’'é\dteritéma locaux afin de
poursuivre la recherche. Diverses techniques ont été étudiéssldgmécédents travaux :

Mouvements aléatoires Avec une probabilité, une réparation est effectuée aléatoirement au lieu
d’'étre choisie parmi les meilleures réparations possiblasijidn et al. 1992, ]. L'algorithme 15, appelé
MCRW (Min-Conflicts with Random Walkseffectue une telle recherche locale. A chaque itération, une
variable en conflit est sélectionnée aléatoirement (ligne 3; une varialgendiit est une variable telle
gu’'au moins une contrainte impliquant cette variable est en conflit). Aveproibilitép, une valeur

est alors sélectionné aléatoirement (ligne 5), ou, avec une probabiligg(ligne 7), la meilleure valeur
possible est sélectionnée. Il arrive trés souvent que la meilleure yadsaible était déja celle qui était
sélectionnée. Dans ce cas, il est inutile de mettre a jour les structures misedohe colt en termes de
temps de calcul de ces itérations est négligeable. Dans tous les cas, leletaixariable a réparer a
chaque itération se fait aléatoirement (ligne 3).

Liste Tabu Les réparations précédentes (un couple variable, valeur) sogfignées afin d'éviter les
réparations pouvant mener a des affectations déja visitéesifi@&R ET HAO 1997]. Un nombre li-
mité de réparations (correspondant a la taille de la liste Tabu) est gardénarinmeéet les plus anciens
sont oubliés, de sorte qu'un grand nombre de réparations reste itigpdrchaque itération. Leritére
d’'aspirationpermet de choisir une réparation présente dans la liste Tabu si cellev@taobtenir une

35



Chapitre 1. Introduction aux Problémes de Satisfaction de Contraintes

Algorithme 15 : MCRW(P = (27,%) : CN, maxIterations : Integer) : Booléen

1 nbConflicts < init P(P); inity(P); nblterations < 0
2 tant que nbCon flicts > 0 faire
3 sélectionnerX aléatoirement| X est en conflit
sirandom|0,1] < p alors

\ sélectionnerv € dom(X) aléatoirement
sinon

| sélectionnery € dom(X) | v(X,v) est minimal

~N o o b

8 vo1q < Valeur actuelle d&X
9 Siv # v,q alors

10 P+ P|x—y

11 nbCon flicts < v(X,v)

12 updatey(X,vo1q)

13 sinblterations++ > maxIterations alors lever Expiration

14 retourner vrai

Algorithme 16 : TabuP = (2°,%) : CN, mazIterations : Integer) : Booléen

1 nbConflicts < init P(P); inity(P); nblterations < 0

2 initialiser TABU aléatoirement

3 tant que nbCon flicts > 0 faire

4 sélectionnerX, ¢ TABUV valide le critere d’aspiration| (X, v) est minimal
Vo4 < Valeur courante d&X

insérer(X,,,,) dansT"ABU et effacer le plus ancien élementfiel BU

P+ P‘X:v

nbCon flicts < v(X,v)

update’Y(Xa vold)

10 sinblterations++ > maxIterations alors lever Expiration

© 00 N O O

11 retourner vrai
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>
>

FIGURE 1.17 — Sortir d’'un minimum local

affectation meilleure que toutes celles rencontrées jusqu’a présentigéetreme semble particuliére-
ment efficace sur les problémes d’optimisation de type Max-CSP. L'algorititneéfectue une recherche
Tabu.

Ces deux techniques nécessitent la mise au point d’importants paranespestivemen et la taille
de la liste Tabu.

Pondération de Contraintes La pondération des contraintes est issue dérdamkout Methoghroposée
par [MoRRIS 1993]. Quand un minimum local est rencontré, toutes les contraintes tisfaisas sont
pondérées. Cette méthode permet de « lisser » les minima locaux afin de les édiffil@@ement et
durablement. La figure 1.17 montre schématiqguement le résultat attenduésergpnt I'évolution du
nombre de conflits a chaque itération.

Les problémes structurés, particulierement les problémes industrielgé&wralement hétérogénes.
lls comportent des sous-réseaux comportant un tres grand nombotuters et faciles a résoudre, et
d’autres parties beaucoup plus difficiles, s’apparentant a un prold&atmire au seuil. Pour résoudre
ces instances, généralement de trés grande taille, il convient d'idengfiesous-réseaux difficiles. En
pondérant les contraintes souvent falsifiées (et donc par intuition ffigles a satisfaire), elles se-
ront exacerbées et I'algorithme cherchera a les satisfaire en priorsENEERG ETFALTINGS 2003].
L'algorithme de recherche locale par pondération de contraintes, WiMElghted Min-Conflic)s est
décrit par I'algorithme 17. La ligne 7 détecte un minimum local, et les lignes 8 act@mentent le
poids des contraintes tout en maintenanen O(ekd) opérationse est ici en fait borné par le nombre
de contraintes en conflit au minimum local : la complexité est plus importante queupe itération
« normale », mais comme seules les contraintes en conflit sont prises en des\ptdculs a effectuer
restent limités. Pour les problémes de décision difficiles, a proximité du seuilpibne de variables en
conflit a un moment donné est généralement trés faible. On peut remgugB/MC ne nécessite pas
de parameétre particulier, si ce n'est le nombre maximal d'itérations avanedémarrage.

Redémarrages Une limite au nombre d'itérationspaxIterations, est paramétrée, a la maniére du
parametrenax F'lip de GSAT [ELMAN etal. 1992, ] (une itération consiste soit a réparer I'affectation
courante ou a pondérer les contraintes dans un minimum local), de sortalgongthme puisse étre
executé plusieurs fois sur des affectations initiales différentes.

Les redémarrages restent trés utiles pour éviter que de trés mauvaisrétiaix n’orientent la
recherche vers de larges zones de I'espace sans solution. d rdquemment, en particulier sur les
problémes structurés, qu'il faille faire un grand nombre de réparatiomsgasser d’un minimum local
a l'autre, et il peut s’avérer trés difficile d’en sortir. Le meilleur moyestegarfois de « réparer » toutes
les variables simultanément tout simplement en reprenant la recherchbudu dé
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Algorithme 17 : WMC(P =(.27,%) : CN, maxIterations : Entier) : Booléen
1 nbConflicts < init P(P)

2 inity(P)

3 nblterations < 0

4 tant que nbConflicts > 0 faire

5 sélectionnerX, | v(X,v) est minimal

6 vo1q < Valeur actuelle d&X

7 Siy(X,v) > v(X,v04q) alors

8 pour chaqueC € ¥ | C est en conflifaire
9 wght[C]++; nbCon flicts++

10 pour chaqueY € vars(C) faire

11 pour chaquew € dom(Y') | —check(Cly =) faire
12 L | y(Yw)++

13 sinon

14 P+ Plx—,

15 nbCon flicts < v(X,v)

16 updatey(Pvoq)

17 sinblterations++ > maxIterations alors
18 L lever Expiration

19 retourner vrai

25

L
10 100 1000
t

FIGURE 1.18 — Nombre d’instances RLFAP résolues en moins de 100 secondasegrerche Tabu en
fonction de la taille de la liste Tabu
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secondes

1000

10000

100000

FIGURE 1.19 — Nombre d’instances RLFAP résolues en moins de 100 secondexéor du paramétre

maxlterations

secondes

500 |-

300 |-

100 -

1000

100000

1e+06

FIGURE 1.20 — Temps de résolution d'instances aléatoires en fonction du parameétiéerations
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Pour mettre en avant I'influence des paramétres sur les algorithmes éectextocale, nous mon-
trons quelques figures obtenues lors du paramétrage des algorithmestémmlans notre prouveur
CSP4J, présenté dans le chapitre 4 de ce document.

La figure 1.18 indigue le nombre d'instances de problémes RLFAP quiésaiues par la recherche
Tabu en moins de 100 secondes avec notre prouveur sur une machiedlesfBun Java 6 fonctionnant
sur un processeur AMD 64bits cadencé a 2 GHz, en fonction de la taillelideeldabu. Les problemes
testés sont les 25 problémes satisfiables de la bibliothéque de problémeB Rispanible [LECOUTRE
2006]. On observe un « plus haut » pour une taille de liste Tabu égale §208es problémes aléatoires
de la class€2; 50; 23; 262; 0,45), la taille optimale de la liste Tabu est de 30 éléments. On procede de
méme pour paramétrer le paraméirge I'algorithme MCRW, avec un comportement similaire.

Bien que WMC ne prenne pas de paramétre supplémentaire, le paramétfécrations est évi-
demment important et I'efficacité de la résolution en dépend fortement. Sldarvest trop faible, la
recherche recommencera a chaque fois juste avant la découvereesdilution. Si la valeur est trop
forte, on risque de perdre beaucoup de temps dans de larges minima. Ibadigure 1.19 montre le
nombre d’instances résolues sur les problemes RLFAP en moins de Ilese@n fonction du para-
meétremaax Iterations pour les trois algorithmeg (= 0,4 et T'abu = 200), et la figure 1.20 donne sur
des problemes aléatoires forcés a étre satisfiables de la (2a58e23; 262; 0,45) (ces problémes sont
au seuilp = 0,4 etT'abu = 30). WMC semble plus sensible au parametrexterations que les deux
autres algorithmes, en particulier sur les problémes aléatoires.

Les algorithmes MCRW et Tabu sont particuliérement adaptés pour ddesesolutions au pro-
bléeme Max-CSP. Les algorithmes restent évidemment incomplets et ne padigoer si une solution
falsifiant un certain nombre de contraintes est la solution optimale (c’est guiit n’existe pas d’autre
solution falsifiant moins de contraintes), mais ils peuvent rapidement att@ladreolutions proches ou
égales a la solution optimale. WMC fonctionne mal sur les problémes Max-C8P qiil puisse trou-
ver rapidement des solutions d’assez bonne qualité, il va avoir tendadgter des solutions falsifiant
un faible nombre de contraintes si celles-ci sont fortement pondérées.

1.3.4 Meéthodes de recherche hybrides

Malgré I'utilisation de méthode d’inférence et d’heuristiques évoluées GEAC, il y a de nom-
breux cas ou la recherche locale et les méthodes heuristiqgues donnelldarmessultats que la re-
cherche systématique. Cependant, 'absence de garantie quantléat @sur la recherche locale, I'im-
possibilité de prouver I'absence de solution ou d'utiliser des méthode®imfe puissantes comme
GAC font que la recherche locale n’est pas non plus la panacée.

Considérant la dualité existant entre les deux méthodes, de nombrers difaecherche ont été
effectués pour développer des algorithmes hybrides, tendant deepdafs avantages des deux principes.
C’est un défi important dans le domaine des problémes combinatoes j$! et al. 1997, ].

On peut a ce jour distinguer trois grandes méthodes d’hybridation eneHanche systématique et
la recherche locale :

1. Effectuer une recherche locale avant ou aprés une rechgst@enstique

2. Effectuer une recherche systématique améliorée par une rechmralesa un point ou un autre de
la recherche, c’est a dire sur des assignations partielles

3. Effectuer une recherche locale globale tout en utilisant des méthedeshierche systématique
pour sélectionner un voisin ou filtrer 'espace de recherche

La maniere la plus simple d’hybrider deux algorithmes quelconques resteldader en paralléle, et
de s’arréter dés qu’un algorithme trouve une solution. Bien qu’effjcate méthode d’hybridation n’est
pas particulierement satisfaisante : on cherche avant tout & déveltgsparéthodes qui permettent de
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résoudre des problémes au dela de la portée de 'une et I'autre méttedtbem@thode peut s'apparenter
a la premiére catégorie d’hybridation.

Deux travaux importants tombent également dans la premiére catégovirupt et al. 1998, B-
SENBERG ETFALTINGS 2003, ]. L'idée consiste a utiliser des informations obtenues pendargrene
miére phase de recherche locale pour guider les heuristiques de lectechgstématique.

Pour illustrer la seconde catégorie, on peut citetHS8ERF 1997], ou on effectue une recherche
locale a chaque fois qu’une recherche systématique arrive dans uassienp

La troisieme catégorie semble particulierement prometteuse, avec de baltatsésbtenus par les
algorithmesdecision-repair[JUSSIEN ET LHOMME 2000] ou encore IDB [RESTWICH 2001]. Les
algorithmes obtenus ont toutes les caractéristiques de la recherche kglarficulier, ils sont in-
complets), mais bénéficient de la performance des algorithmes de propaggtiontraintes (GAC et
FC, respectivement). Ces algorithmes s’inspirent en partie du reto@reaintelligent : les algorithmes
fonctionnent comme une recherche systématique de type MGAC ou FCitarplionc les méthodes
d’inférence, mais on s’autorise ici a annuler n’importe quelle hypoth@deaorte quel moment, et pas
nécessairement la derniére hypothése faite (méme si c’est possiblela@es algorithmes généralisent
MGAC et CBJ et peuvent donc étre complets dans certains cas). Anmdérypothése quelconque et
donc remettre en cause toutes les inférences précédentes, ou eramredption de nouvelles heuris-
tigues restent cependant problématiques.
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Chapitre 2

Inférence autour de la consistance d’arc

La consistance d’'arc (généralisée) joue un role central dans la tiésotles CSP, tant dans son
utilisation pendant la recherche avec un algorithme de type M(G)AC (tibgset.3.1) que dans son
utilisation dans des algorithmes d’inférence plus forts comme SAC (cf secttos) 1Parmi tous les
algorithmes proposés pour établir (G)AC (cf section 1.2.1), les algorithmesarain basés sur (G)AC-
3 sont a I'heure actuelle considérés comme plus compétitifs. En particuliggritame (G)AC-3™
semble a ce jour le plus efficace en pratiquedloUTRE ETHEMERY 2007].

Dans cette section, nous nous intéressons a trois problématiques autocoksistance d’'arc : dans
un premier temps, on cherche a améliorer les performances « brutes lgaiithmes de consistance
d’arc, en particulier en cherchant a améliorer la complexité moyenne adalareilleur des cas de I'al-
gorithme AC-3™. On peut hotamment chercher a améliorer la valeur des constantes ppérdssent
généralement pas dans les études de complexité et ne sont pas priseptngar la notatio® [GENT
etal.20061, ], c'est a dire la « vitesse brute » des algorithmes. C’est I'approcieega étudiée dans la
section 2.1.

Une autre approche intéressante consiste a limiter I'impact de la consistar;&diévelopper des
algorithmes d’inférence moins forts, mais capables de se concentres sufélences les plus utiles pour
la résolution du probléme. C’est I'approche étudiée dans la section 2ah kimite I'effort d’'inférence
aux bornes des domaines des variables.

Finalement, on peut aussi chercher a construire des consistancdsrigasgu’AC construites sur
la consistance d’arc elle-méme. Plusieurs méthodes d’inférence trésipepgont construites de cette
maniére, en particulier la consistance de chemin (I'algorithme proposé @B RMGOR1979] utilise la
consistance d’'arc) ou la singleton consistance d’arc (SAC). Les sBe@i8 et 2.4 étudient de nouvelles
consistances de relation nommées consistance duale (DC) et consistaleceahservative (CDC) qui
utilisent la consistance d’arc au cceur de leurs définitions et algorithmes.

2.1 Etablir la consistance d’arc par des opérations bit-a-bit

La contrainte binairenax-supportsest construite de telle sorte que la valeur maximale de chaque
variable impliquée supporte toutes les valeurs de l'autre variable (cf figlijelZs problémes basés
sur cette contrainte mettent en évidence une des limitations d’AC-3 : powesrqu’un réseau de
variables ded valeurs, liées pae contraintesmax-supportsest AC en utilisant AC-3 ou une de ses
variantes, il faut exécuter exactement(d?> — d + 1) tests de contraintes. Si I'on considére maintenant
gue le domaine courant de chaque variable est représenté par urbéndebits : chaque bit est associé
a une valeur du domaine et indique si cette valeur est présente ou ngreudalors représenter le
domaine d’'une variable sous forme d'vecteur de bitsOn peut également représenter les contraintes
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X

FIGURE 2.1 — Une contraintenax-support la plus grande valeur d& supporte toutes les valeurs He
et vice-versa.

Instances AC3 AC3™ AC?2001 AC3bit
(250,50.5000) | " 24,15’;; 24,13’;5 24,15?; 00525
(250,100,5000) 7;]09 Zs 99%]1\; 98’65’]1\3 99%12\3 2%]1\2
(500,50,10000) | 49%]1\} 48?5’]1\} 49,30’12\} 1,%]1\}
(500,100,10000) ﬁ;fs 1950’;3 19;’20?; 19;,20’;‘(3 4,00’5

TABLE 2.1 — Etablir la consistance d’arc sur des instamsas-supports

binaires en extension sous forme de vecteurs de bits. On associe & ttiglgt(C'xy, X, a) un vecteur
de bits indiquant si chaque valeur Heest compatible avee (a est une valeur du domaine deetC'xy
une contrainte impliquanX etY’). Pour chercher un support d€'xy, X, a), il suffit alors d’appliquer
I'opérateumit-a-bit ET sur deux vecteurs. Si le résultat de I'opération differ@B&O (un vecteur dont
tous les bits sont a 0), on sait qu’un support existe.

On peut considérer que les vecteurs de bits sont équivalents a urutdelsets CPU I'unité de
base de I'architecture d’'un ordinateur. Chaque opération bit-a-bé datrx mots CPU représentéests
de contraintesy étant la taille d’'un mot CPU (généralement, 32 ou 64 sur un ordinateur meydwur
I'exemple ci-dessus, il faut donefois moins d’opérations pour établir la consistance d’'arc en utilisant
ce principe, que nous nommerons AZt3qu’avec un algorithme AC-3, AC-2001 ou AC 3 classique.
Le tableau 2.1 montre quelques résultats expérimentaux obtenus pourlénpeotax-supportg¢chaque
instance étant décrite sous la forfie d, e)) sur un processeur 64-bit&ops indique le nombre d’opé-
rations bit-a-bit effectuées par AC#Bou le nombre de tests de contrainte effectués par AC-3, AC-3
et AC-2001. Comme on pouvait s’y attendre, ACt&st environ 60 fois plus efficace, bien que AZ3
et AC-3 aient la méme complexité(ed®) (AC-3"™ atteint une complexité e@(ed?) sur ce probléme).

L'idée d’exploiter les opérations bit-a-bit pour accélérer les calculstipas nouvelle. En particu-
lier, [MCGREGOR1979] indiguait que les vecteurs de bits pouvaient étre utilisés pourseaes les
domaines et les ensembles de supports comme décrit ci-dessus. Des optisy@atiaires étaient éga-
lement mentionnées par [UMANN 1976] ou [BLIEK 1997]. Notre principale contribution est donner
une description précise de I'exploitation des opérateurs bit-a-bit pdolirdgaconsistance d’'arc et pour
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montrer a partir d’'une vaste campagne d’expérimentations, que cettehpm@st réellement efficace.
Les travaux présentés dans cette section ont été réalisés en coopgrati@hristophe Lecoutre et
Lakhdar Sais et ont été soumis au journal Constraint Programming Léttet®[UTRE ETVION 2008].

2.1.1 Représentation binaire
Dans cette section, nous utiliserons la notiorrderaleurs :

Définition 19 (cn-valeur) Soit P = (2,%) un CN. Unecn-valeur deP est un triplet de la forme
(C,X,a),0uC € €, X € vars(C) eta € dom(X).

Cette section introduit quelques détails sur la représentation binaire desdsratides contraintes.
Nous considérons que les vecteurs de bits sont représentés sousidadfan tableau de mots CPU
(I'unité de base de I'architecture d'un ordinateur). Tous les langagypsafjrammation ne permettent pas
I'utilisation directe de vecteurs de bits comme structure de données. D'autral peste plus efficace
d’effectuer les calculs utilisant les opérateurs bit-a-bit sur des tabtismots CPU que sur des vecteurs
de bits.

Sans perte de généralité, nous considérerons ici que I'ordinategquEpe avec un processeur 64-
bits. Cela signifie que la déclaration d’'un tableau en langage Java &ergli, puisque qu’'uniong
correspond a un mot de 64 bits.

Représentation des domaines

En utilisant un mécanisme de copiediSULTE 1999] pour gérer les domaines pendant une recherche
systématique par retour-arriére, on peut associer un simple bit a chalgue de chaque domaine. Plus
précisément, un bit peut étre associé avec I'index (en commencgant anipngerte quelle valeur d'un
domaine. Quand ce bit est mis a 1 (respectivement 0), cela signifie quela garrespondante est pré-
sente dans le domaine (respectivement absente de celui-ci). En utilistaitiesu de mots CPU, il est
alors possible de représenter un domaine de maniére compacte. Nollsrappees tableaux kepré-
sentation binaire des domaindour tout variableX, la complexité spatiale est alors €x|dom(X)|),
ce qui est optimal.

Un autre mécanisme utilisé dans de nombreux logiciels de programmation paxim@strest ap-
pelétrailing, plus précisément décrit dansAN HENTENRYCK et al. 1992, LECOUTRE ETSZYMANEK
2006, ]. La complexité spatiale de cette représentation est égalemeéxitenn(X)|) et permet d’ef-
fectuer toutes les opérations élémentaires (déterminer si une valeuéssiia; supprimer une valeur,
ajouter une valeur, etc.) an(1). Ajouter et maintenir les structures pour la représentation binaire des
domaines ne modifie pas la complexité dans le pire des cas en espace ni grctemmps indiqué ci-
dessous.

Pour représenter les domaines, nous introduisons un nouveau tabdeaxx dimensions nommé
bitDom qui associe a chaque variabtela représentation binaitgt Dom[X | dedom(X).

— Pour supprimer Iz valeur dedom(X), la seule opération nécessaire sur la struditt®om est

la suivante :

bitDom[X][i div64] < bitDom[X][i div64] ET masksO[i mod 64]
— Pour restaurer I& valeur dedom (X ), 'opération est la suivante :
bitDom[X][i div 64] < bitDom[X][i div64] OUmasksl[i mod 64]

L'opérateur div réalise la division entiéremod calcule le reste de la divisioQU (respectivement
ET) est I'opérateur bit-a-bit qui réalise I'opération logique de disjonctidnespectivement la conjonc-
tion A). La structure constantewasksl (respectivementnasks0) est un tableau prédéfini de 64 mots
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masksl

1 | 0000 0000 0000 0000 0000 0000 0000 0000 0000 0000 0000 OOMONIDD 0000 0001
2 | 0000 0000 0000 0000 0000 0000 0000 0000 0000 0000 0000 OO@DDD® 0000 0010
3 | 0000 0000 0000 0000 0000 0000 OOO0 0000 0000 0000 0000 VOMODDD 0000 010d

63 | 0100 0000 0000 0000 0000 0000 0000 0000 0000 0000 0000 OOMmOL@D 0000 000(
64 | 1000 0000 0000 0000 0000 0000 0000 0000 0000 0000 0000 OO@ODmD 0000 000(
masks0

11111211111212122111222 2121112221111 1222111111221 11129700 11171 1116
11111211111122211 12212212111 12122 1111122211111 1221 1117111111 1111 1101
1111121111112121211 1221221211 12122 1111121221111 1221 111717111 1111 1011

W N~

63/10111111111111111111 1111171111111 111111121111 1111171717 1117 1111
64| 01111111121211111111111111117111 1111171111112 1111 1111179717 12117 1111
ZERO

] 0000 0000 0000 0000 0000 0000 0000 0000 0000 0000 0000 o@D 0000 OOOQ

TABLE 2.2 —masksl, masks0 et ZERO

CPU dont lai¢ case contient une séquence de 64 bits a 0 (respectivement, 1), gtieratus® bit, qui
est forcé a 1 (respectivement 0) : voir table 2.2.

Représentation des contraintes

Nous ne considérerons que les contraintes binaires (bien qu'il softag@able de représenter de
cette fagcon des contraintes d’'arité relativement faible). On peut esgig¥sune contrainte binaire en ex-
tension en utilisant soit un tableau de booléens a deux dimensions, soitererisemble) de multiplets,
soit en intention par une formule prédicat.

Nous utilisons ici un tableau a deux dimensions nondim&up. Pour chaquen-valeur (C, X, a),
bitSup[C, X, a] contient la représentation binaire des supports (du probléme initia ddansC.
Pour simplifier la présentation et sans perte de généralité, on peut supesles index et les valeurs
correspondent (i.e. l& valeur du domaine de chaque variable est égéleSi C est telle quevars(C') =
{X,Y}, alors(a,b) € rel(C) ssilebe bit debitSup[C, X, a] et mis a 1.

Si les contraintes sont initialement données au prouveur en extensistrice le tableatit Sup ne
présente pas de difficulté particuliére. Par contre, si les contrainted@amées en intention, il faut alors
effectuer chaque test de contrainte possible en évaluant le prédicdepanstanciations correspondant
a chaque multiplet de la contrainte afin de constrbit&up. En supposant que chaque test de contrainte
est effectué en temps constant, cela représente une initialisatiofegf). Cependant, si plusieurs pré-
dicats et signatures de contraintes sont identiques (i.e. les produitserzstéss domaines des variables
impliquées par la contrainte sont identiques), certaines sous-parfiésSade peuvent étre partagées, ce
qui représente des gains en espace et en temps d'initialisation importants.

La complexité en espace dans le pire des cas de la représentation bisagentimintes est de
O(ed?), et est deD(d?) dans le meilleur des cas (si toutes les contraintes sont identiques et &s repr
sentations peuvent étre partagées). Le pire des cas correspandlggrent a des problémes aléatoires
sans structure, alors que le meilleur des cas pourra se rencontressastances fortement structurées
(académiques ou réelles). Par exemple, dans un probléme de coloragi@ptes, toutes les contraintes
et tous les domaines sont identiques.
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2.1.2 Exploiter les représentations binaires

dom™¥(X) représente le domaine initial de la variabte(c’est a dire, avant toute opération de
recherche et d’inférence). Pour tout tableatj1] indique le premier élément efength sa taille. Nous
pouvons maintenant utiliser ces structures de données pour effeffitoacament plusieurs types de
calculs en utilisant des opérateurs bit-a-bit, et en particulier dans les drtisxtes suivants :

Détection de sous-domaines Les instructions suivantes permettent de déterminer si le domaine d'une
variableX estinclus dans le domaine d’une autre variabigelles qugdom™ (X)| = |dom™*(Y)|):

pour chaque: € {1,...,bitDom[X].length} faire
sibitDom[X|[i] OU bitDom|[Y |[i] # bitDom|[Y][i] alors
L retourner faux
retourner vrai

Ce type de calcul peut étre particulierement intéressant, par exemplergoanter une méthode de
cassage de symétries par détection de dominaree4Eci ETMILANO 2001, FAHLE et al. 2001, ].
Dans ce cas, on compare le domaine courant d’'une variable avec uindagnaegistré précédemment
(de la méme variable ou non). On peut alors efficacement déterminer sitlesedominé par un autre.

Substitution La séquence d’instructions suivante peut étre utilisée pour déterminee sialeurX,

est substituable par une valekiy par rapport a une contrainfe (impliquantX). Une valeur est substi-
tuable par une autre si ses supports sont un sous-ensemble degssdpp@utre valeur. Par exemple,
dans une contrainteaz-supports représentée figure 2.1, toutes les valeurs sont substituables par la der-
niere valeur de chague domaine. Si cette propriété de substituabilité iesheua toutes les contraintes
impliquant la variableX, et s’il n'existe pas de solution avec la valeur substituante, il n'y ausa pa
non plus de solution avec les valeurs substituables. Cette technique permdédude substantiellement
I'espace de recherche REUDER 1991, BELLICHA et al. 1994, GOPER1997, ].

pour chaque: € {1,... bitDom[X].length} faire
Si bitSup|C, X ,a][i] OU bitSup[C,X,b][i] # bitSup[C,X,b][:] alors
L retourner faux
retourner vrai

Détection de supports Finalement, la séquence d'instructions suivante permet de détermineg si un
valeur X, admet au moins un support dans une contraih{enpliquantX et une seconde variablé) :
pour chaque: € {1, ... bitDom[Y].length faire
L si bit Sup|C, X ,a][i] ET bit Dom[Y][i] # ZERO alors
L retourner vrai
retourner faux

ZERO représente un mot CPU dont tous les bits sont mis a 0 (cf table 2.2). Cette endmigxcher-
cher un support est mentionnée par¢d@REGOR 1979]. Nous proposons ici une description détaillée
de cette approche.

Il est intéressant de remarquer que pour toutes les opérations déodiéssus, il est parfois possible
de renvoyer une réponse booléenne méme si tous les éléments des dorfihess été passés en
revue. Par exemple, pour les trois calculs indiqués ci-dessus, il esblgod’obtenir un résultat des la
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Algorithme 18 : seekSupport-bit{ : Contrainte,X,, : Variable,y..,) : Booléen
SoitY la variable telle quears(C) = {X,Y'}

pour chaque: € {1,... bitDom[Y].length} faire

L si bitSup|[C, X ,a|[i] ET bit Dom[Y][i] # ZERO alors

A W N P

L retourner vrai

retourner faux

[¢)]

premiére utilisation d’'un opérateur bit-a-bit (paue 1). Cela semble naturel, mais il ne faut pas perdre
de vue qu’effectuer une opération sur un vecteur de bits, puis conpagsultat avec un autre vecteur
de bits peut étre bien plus colteux.

2.1.3 AC-3* :une optimisation simple de AC-3

Dans cette section, nous montrons comment adapter I'algorithme AC-3 pplaitex les opéra-
tions bit-a-bit. L'objectif du nouvel algorithme, nommé AC%3 est d’économiser une grande quantité
d’opérations (tests de contraintes), et donc de temps CPU.

L'algorithme AC-3 de base a été présenté dans la section 1.2.1 page 88ydethmes AC-3 optimi-
sés conservent la méme « base » présentée par I'algorithme 1 (pageutd Jafonctionseek Support
change (et se limite aux contraintes binaires).

L'algorithme 18 présente la recherche d’'un support utilisant les opgsatbit-a-bit. Il utilise simple-
ment le code présenté dans la section 2.1.2 ci-dessus.

Proposition 1. La complexité temporelle dans le pire des cas de ACe3t enO(ed?)

La preuve est immédiate. On peut malgré tout observer qu’en pratiqu8’Afeut étre bien plus
efficace que les autres variantes d’AC-3.

Observation.Le nombre d’opérations bit-a-bit effectuées par A®-Beut étre jusqu’a fois moindre
gue le nombre de tests de contraintes effectués par AC-3, AC-2001-gt"A®u z est la taille d'un mot
CPU dans l'architecture de 'ordinateur considéré.

2.1.4 Expérimentations

Pour montrer l'intérét de l'algorithme introduit dans cette section (et plugrgéement, l'intérét
pratique de I'utilisation des opérations bit-a-bit), nous avons effectu&asie expérimentation sur une
machine virtuelle Sun Java 5.0 pour Linux fonctionnant sur un CPU Intél i@8lencé a 2,4 GHz et
équipé de 512 Mio de RAM sur un ensemble de problémes aléatoires, académidgssus de problémes
réels [LECOUTRE2006]. Les performancésont été mesurées en termes de temps CPU (cpu, exprimé
en secondes) et la mémoire en Mebibytes (mem).

Nous avons implanté les différents algorithmes de consistance d’arc AC-2001, AC-3™ et
AC-3"! dans la plate-forme Abscon HCOUTRE et al. 2005, ] et comparé ceux-ci sur 'algorithme
de recherche MAC. Tous les algorithmes de consistance d’arc bénéfieida propriété deondition
supportcorrespondant & la Proposition 1 deBsSEMARTet al. 2004c, ] et a 'Equation 1 de [MHTA
ET VAN DONGEN 20053]. L'heuristique de choix de variable choisie pour MAC éstn/wdeg, et
I'heuristique de choix de valeursin-con flicts statique ([MEHTA ET VAN DONGEN 2005]). Aucun
mécanisme de redémarrage n'a été utilisé.

4. Dans notre expérimentation, tous les tests de contraintes sont effectuémps constant et sont aussi efficaces que
possible puisque les contraintes sont représentées en extensioarsoeislé matrices.
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MAC avec

AC-2001] AC-3 [ AC-3™ | AC-3"

. cpu 1381 938 10,4 T
<40,8, 753,0,1> mem 11 9,5 10 9,5
11414 cpu 19,61 15,01 1451 10,0
(40;11;414;0,2) mem 8,8 8,0 8.4 8,0
16 95 () cpu 21,6 | 185 16,1 %7
(40;16;250;0,35) | 85| 7.9 8,2 7,9
5. 180: cpu 2801 2781 2121 115
(40;25;180;0,5) | ' 84| 7.9 8,2 7,9
. cpu 21,1 | 22,0 15,4 78
(40; 40; 135; 0,65) mem 8,9 8,0 8,2 8,1
- cpu 16,6 | 195 12,2 5,0
(40;80;103;0,8) | 10| 95 9,8 9,6
o pu 24,3 | 36,6 18,4 6,7
(40;180;84,0.9) | 15| 14 14 14

TABLE 2.3 — Résultats moyens sur des instances aléatoires : 100 instances g&y telagps cpu en
secondes et mem(oire) en Mio.

Nous avons tout d'abord considéré 7 classes d'instances aléatinia@reb situées au seuil (environ
la moitié des instances sont satisfiables). Pour chaque ¢assel, e, t), le nombre de variablesa été
fixé a 40, la taille des domaindsentre 8 et 180, le nombre de contraintesntre 753 et 84 (et donc la
densité entre 0,1 et 0,96 pour gue les instances soient au seuil) et latzdema®0,1 et 0,9.

La premiere classé0;8;753;0,1) correspond a des instances denses impliquant des contraintes
de dureté faible, alors que la septieme et derniére cla€ga80; 84;0,9) correspond a des instances
éparses impliquant des contraintes de dureté forte. Dans la table 2.3 tombgerver que méme avec
des domaines réduits (par exemgle- 8), MAC-3" est I'algorithme le plus rapide. MAC3 est de 2
a 4 fois plus rapide que MAC-2001 et de 50% a 3 fois plus efficace qUEIFA".

Le bon comportement de MACY3 est confirmé sur différentes séries d'instances structurées. En
effet, la table 2.4 permet de constater qu’une fois encore, MACe3t plus efficace que les autres
algorithmes. C’est particulierement vrai pour les instances de Job Siwopédiesnddrl et enddr2.

Ceci peut étre expliqué par le fait que la taille moyenne des domaines mounrstances est d’environ
120 valeurs, ce qui signifie que sur un processeur a 64 bits, seuldmenbpérations sont nécessaires
pour rechercher un support.

Finalement, nous présentons les résultats obtenus sur plusieurs insteagésiques ou issues de
problémes réels difficiles (table 2.5). Lintérét d'utiliser A€*3apparait clairement sur une instance
commeknights-50-25. Il est également intéressant d’observer que I'écart &@8”* et les autres
algorithmes augmente avec la difficulté des instances des seéties$l-fi. En effet, la ou les algo-
rithmes se comportent de maniére similaire sur I'instance plus fa@ilel 1- £10, AC-3"* est deux fois
plus rapide que les autres algorithmes de consistance d’arc sur l'ingtluscdifficile scenl11-f4. La
tendance apparait clairement en regardant attentivement les résulatssobur les instances intermé-
diairesscenl11-f8 etscenll1-f6.
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MAC avec
AC-2001| AC-3 | AC-3™ | AC-3""
blackHole-4-4 (10 instances ni];fn é:g ;:;l ;:i 323
driver (7 instances) ni]; 7;@ 3?1? 32’2 35;(1; Qéi
ehi-85 (100 instances) T;]Z l;n 1312 0173 1;;; 0{;
ehi-90 (100 instances) 7:;; ;fn 13’1 0273 13;; 02’3
jobshop enddrl (10 instances)g;; ! 6161’2 ! 694172 ! 218{2 453{?
jobshop enddr2 (6 instances)nclizl ! 7341’2 ’ 8181’2 ! 49117(; 568{2
geom (100 instances) WCL]; l;n 12{;1 101’?] 81’? 5{3
hanoi (5 instances) ni]; Zl 1{2 117? 117; 0172
gwh-20 (10 instances) ché 7;; 266?;2 1832’(1) 24242 15327(1)

TABLE 2.4 — Résultats moyens sur des instances structurées : temps cpu eresagamgém(oire) en
Mio.

Algorithme 19 : seekSupport-bit+rnd{ : Contrainte, X, : Variable,y;..) : Booléen

1 SoitY la variable telle quears(C) = {X,Y'}

2 i+ res[C, X,]

3 SibitSup[C, X, a][i]| ET bitDom|[Y|[i] # ZE RO alors

4 | retourner vrai

5 pour chaque: € {1, ... bitDom[Y].length} faire

6 SibitSup|C, X, a|[i]| ET bitDom[Y][i] # ZERO alors
7 res|C, Xq] < i

8 L retourner vrai

retourner faux

©

50



2.1. Etablir la consistance d’arc par des opérations bit-a-bit

MAC avec

AC-2001] AC-3[ AC-3™ [ AC-3"

Instances académiques
. cpu 85 [ 1148 109 36
knights-50-9 | 927 23 23 23
knights-50-25 cpu >1200 | >1200 | >1200 211
mem 28
. cpu 59 53 57 44
pigeons-11 4 21 21 21 21
. i cpu 656 547 591 484
pigeons-12 1 . 21 21 21 21
o cpu 123 125 128 79
gueenAttacking-§ mem 91 21 95 91
L4 Cpu 407 436 381 263
gueenAttacking-7 mem o5 99 95 99

Instances issues de problémes réels

o 257 316 177 68
e0ddr2-10-by-5-1 23 23 23 23
o o epu 178 263 143 61
enddr2-10-by-5-1 mem 23 23 23 23
cpu 5 5 6 6

scen11-f10 mem, 33 29 45 29

i cpu 11 1 12 )

scenl11-f8 mem 33 29 45 29

_ pu 82 76 75 47

scenll-f6 mem 33 29 45 29

_ cpu 1250 | 1233] 1106 670

scenll-f4 mem 33 29 45 29

TABLE 2.5 — Résultats sur des instances structurées difficiles : temps cpu edesedbmem(oire) en
Mio.
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Tnstances AC-2001] AC-3 | AC-3™ | AC-3" | AC-3vit+rm
N pu 12.7 03,0 9.4 13 3.7
domino-500-500 | 27 M 23M | 2tM | 23M 23 M
NP pu 184 2437.0 315 | 134 8.7
domino-800-800 | 49M 33M | 41M | 33M 33M
N opu 89.5 59110 624 | 251 14.3
domino-1000-100¢ 660 oM | saM | 42M A6 M
NP pu 6780 | > 18000,0 | 443.0| 289.0 91,0
domino-2000-200Q 1 9105y 156M | 117TM 1320
NP cpu | 23490 | > 180000 | 1564,0 | 1274,0 278.0
domino-3000-300G 1 s 3220 | 240M 275 M

TABLE 2.6 — Etablir la consistance d’arc sur des instances Domino

2.1.5 Etlesrésidus?

On peut ici se demander si I'exploitation des résidus présente toujounsauét pour les instances
binaires. En effet, pour des domaines jusqu’a 300 valeurs, détermunez @:-valeur admet un support
nécessite moins de 5 opérations (sur une architecture 64 bits). C'étaitebéas sur la plupart des
séries et instances présentées ci dessus. En conséquenc¥, é@ioujours plus rapide que AC3.
Cependant, quand les domaines deviennent plus importants, il peuirde®ealisant d’exploiter des
opérations bit-a-bit seules. C’est pourquoi nous proposons deigendelles-ci avec I'exploitation des
résidus. Le principe est le suivant : quand un support est détagiésition dans la représentation binaire
de la contraintes est enregistré. On utilise alors la matrice d’entiers a troissiamsres (initialisée
par une matrice de 0), on peut alors utiliser I'algorithme 19. Lorsqu’onctigeun support, la position
résiduelle est testée en premier (ligne 3), et quand une autre positioowsidr elle est enregistrée
(ligne 7).

Pour illustrer 'importance de la combinaison des opérations bit-a-bit aveédiehis sur des grands
domaines, nous montrons dans la table 2.6 les résultats obtenus sur dessdtaprobleme Domino,
introduit par [ZHANG ET YAP 2001] pour exhiber la sous-optimalité de AC-3. Sur les instances les plus
difficiles, ol les domaines contiennent plus de 3 000 valeurs, ACt3* est environ 5 fois plus rapide
que AC-3% et AC-3™, et 9 fois plus efficace que AC-2001.

2.1.6 Enrésumé

Dans cette section, nous avons introduit une description précise diltaipn d’opérations bit-a-
bit pour améliorer I'algorithme de consistance d’arc de base AC-3. lritlgne obtenu, AC3¢, apparait
étre environ deux fois plus efficace que AC"3 lui méme manifestement plus rapide (et plus simple a
intégrer dans MAC) que I'algorithme optimal AC-2001. Nous avons égalementré comment com-
biner les opérations bit-a-bit avec les résidus, qui apparaissenttilssquand la taille des domaines
devient importante (plus de 300 valeurs). Nous pensons que, poudrésdes instances binaires, quand
les contraintes sont données en extension ou peuvent étre efficacamesrties en extension, I'algo-
rithme générique MAC équipé de ACiBou AC-3*+™™ est 'approche la plus efficace. Comme pour
MAC-3"™ il n’y a aucune structure de données a maintenir, en particulier apre&saur-arriere.

Finalement, notez que MACY8t™™ était I'algorithme utilisé par les prouveurs Abscon 109 et
CSP4J qui ont participé a la Seconde Compétition Internationale de Preu®8P /AN DONGEN
et al. 20064, ]. Plus précisément, I'algorithme a été utilisé sur les instances binaires implidean
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contraintes en extension et les contraintes en intention pouvant faciletreenbéverties en contraintes
en extension. Par exemple, toutes les contraintes des instances RLRARtFE e converties en moins
de 0,5 secondes. Les bons résultats obtenus par les deux prowaxey st dout particulierement Abscon,
pendant cette compétition, confirment indirectement les résultats présangisatte section.

2.2 Consistances aux bornes

Les consistances plus fortes que la consistance d’arc, comme la Msistamce de chemin Res-
treinte (Max-RPC) ou la singleton consistance d’arc, semblent prometteuaés il parait encore diffi-
cile & I’heure actuelle de maintenir ces consistances au cours de la reghetrelles sont surtout utilisées
pendant une phase de préparation, avant de commencer la rechlfgehéme, par exemple avec un al-
gorithme de type MGAC. Une autre approche possible semble étre de gensidé forme partielle de
ces consistances fortes.

Dans le cadre des CSP continus, c'est a dire les CSP dont les variablemnpprendre des valeurs
réelles lom(X) C R), ou tout du moins flottantesl¢m (X') C ), il faut raisonner en termes d’inter-
valles continus. Les algorithmes d’inférence utilisés dans ce cadredaptés de la consistance d’'arc : la
consistance d'arc simple pourrait entrainer des itérations infinies (squmek[HVONEN 1992, AL -
TINGS 1994]. Les domaines sont considérés convexes (constitués d’Umtezualle). En limitant la
consistance d'arc aux bornes de chaque intervalle (convexe),ulinp@duire de nouvelles formes de
consistances. La consistance basée sur I'approximation (afin de malesed@maines convexes) de la
projection de fonctions afin de réduire les domaines est appelées la 28Btange [l[HOMME 1993]
ou la Hull consistance [BNHAMOU et al. 1994, ]. Des consistances plus fortes que la 2B consistance
ont également été introduites, et en particulier la 3B consistance, qubkpstiren assignant les va-
riables a chacune de leurs bornes, on obtient un réseau toujoumn2Btant [lHOMME 1993]. La 3B
consistance peut étre mise en paralléle avec la singleton consistance d’arc

Nous introduisons dans cette section plusieurs consistances limitées aaz Hes domaines. L'ob-
jectif est de déterminer en pratique si I'exploitation de plusieurs types destances aux bornes sur des
CSP discrets, comme proposé panGNET ETDIAzZ 1996,VAN HENTENRYCK et al. 1998, ], se
révele efficace.

Les travaux présentés dans cette section ont été réalisés en coopgrati@@hristophe Lecoutre et
ont fait I'objet d'un article publié lors du€Norkshop on Constraint Propagation and Implementation
(CPAI'05) [LECOUTRE ETVION 2005].

2.2.1 Consistances de domaine aux bornes

Pour toute variableX, min(X) et max(X) représentent respectivement la plus petite et la plus
grande valeur ddom(X). Le domaine de chaque variable sera représenté par un interatie X ) =
[min(X'), max(X)]. On peut définir une version limitée aux bornes de n'importe quelle conséstin
domaine® comme suit :

Définition 20 (Consistance aux bornesyoit P = (27, %) un CN et® une consistance de domaine.
P est ®-consistant aux bornes sgX € 27, dom(X) # 0 et min(X) et max(X) sont tous deux
d-consistants.

La 2B et la 3B consistances ont été introduites dans le cadre des CSRusghtioMME 1993].

Définition 21 (2B, 3B consistances)P = (2, %) est:
— 2B-consistant s§iX € 27, dom(X) # () etmin(X) etmax(X) sont tous deux arc-consistants.
— 3B-consistant s§iX € 27, dom(X) # 0, 2B(P|x—min(x)) 7 L €12B(P|x—maz(x)) # L
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Algorithme 20: 2B (P = (2,%) : CN, % : {Variable}) : CN

Q<+
tant que Q # () faire
prendreX de@
pour chaqueC € ¢ | X € vars(C) faire
pour chaqueY € vars(C) faire
sirevise-2B(C,Y') alors
L sidom(Y') = () alors retourner L
Q< Qu{Y}

o N o gk~ W N R

9 retourner P

Algorithme 21 : revise-2B( : Contrainte X : Variable) : Booléen

domainSize < |dom(X)]

tant que |[dom(X)| > 0 A =seekSupport(C, X yin(x)) faire
| retirermin(X) dedom(X)

tant que [dom(X)| > 1 A =seekSupport(C, X ax(x)) faire
L retirermax(X) dedom(X)

6 retourner domainSize # |dom(X)|

w N e

[S2 B N

La 2B consistance correspond clairement a la consistance d’'arc angsbet la 3B consistance
a une relaxation de SAC aux bornes (SAC aux bornes nécessiterak QUe| x—nin(x)) # L et
AC(P|x—maz(x)) # 1). On peut observer (voir ci-apres) qu’une consistance et séct&straux bornes
admettent la méme complexité dans le pire des cas : par exemple, établir AC oUfdlBese0 (ed?)
et établir SAC, SAC aux bornes ou méme la 3B consistance soft(end?). Bien que cela semble
contredire les complexités optimales obtenues pour la 2B consistafe)(d’apres [LHOMME 1993])
et la 3B consistance)(end?) d’aprés [BORDEAUX et al. 2001, ]), ces travaux considéraient que les
contraintes étaient « basiques », c'est a dire gu'il existait pour cheguieainteC' des fonctions ca-
pables de calculer en temps constant les bornes min et max de domaine datialte vmpliqguée par
C, ce qui explique le facteut.

Cependant, un avantage lié a I'exploitation des consistances aux bestesarcomplexité spatiale
trés limitée : en effet, il est possible de réduire I'espace requis par cedigiorithmes d'un facteut ou
mémed?, puisque toutes les structures de données peuvent étre limitées au stdeldayix bornes. De
plus, si on se limite a des domaines convexes (toutes les valeurs entreles imim et max appartiennent
au domaine), un réseau de contraintes peut étre représenté avernplexité spatiale e®(n + ¢). Ce
peut étre trés utile pour des réseaux impliquant des variables aux glamasnes, comme par exemple
les réseaux représentant des problémes d’ordonnancement.

2.2.2 2B consistance (consistance d’arc aux bornes)

Pour adapter un algorithme de consistance d’'arc de type AC-3 auxdhompeut simplement utiliser
I'algorithme revise-2B présenté par I'algorithme 21 en lieu et placerduwise classique (algorithme
2 page 21). Les propriétés qui permettaient d’éviter des révisions inptles I'algorithme GAC-3
orienté variables ne sont cependant plus valables : si une révisiorattdC, X) est effectuée, il faut
obligatoirement contrbler tous les ar@8’, X) (avecC’ # (), puisque la consistance des nouvelles
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bornes dedom(X) n'a jamais été contrélée. L'algorithme permettant d’établir la 2B consistarice es
alors I'algorithme 20.

Les algorithmes présentés paHoMME 1993] et [BORDEAUX et al. 2001, ] utilisent une fonction
de révision spécifique a chaque contrainte, et supposent que pteictmirainte, une telle fonction en
O(1) existe.

Proposition 2. Appliqué a un réseau de contraintes binaire, I'algorithme de 2B consiqiaigerithme
1 page 21 utilisant la fonction de révisioavise-2B) admet des complexités temporelle et spatiale dans
le pire des cas e@(ed?) etO(n), respectivement.

Démonstration.Chaque ar¢Contrainte, Variable) peut étre révisé fois dans le pire des cas [At-
KWORTH 1977, BORDEAUX et al. 2001, BEssIEREet al. 2005, ]. Si une révision ne supprime aucune
valeur, au plu® x d tests de contraintes sont effectuésparise-2B. Si des valeurs sont été supprimées
des dommaines, il peut y avoir jusquldests de contraintes par valeur supprimée (dans le cas binaire).
Cependant, pour chaque révision utile effectuée sur un arc donrgémlere maximal de révisions pos-
sibles sur cet arc est réduit d’autant : seulenaerdtvisions utiles peuvent étre effectuées sur chaque arc.
Comme il existe x e arcs dans le cas binaire, on obtient une complexité temporelle dans le poasdes

enO(ed?).
D’autre part, la seule structure utilisée par I'algorithme est la qdgudont la complexité spatiale
estenO(n). O

On peut remarquer que méme si on exploite I'enregistrement des suppoirtsede ferait AC-2001,
la complexité dans le pire des cas reste(¥ad?), bien qu’on aurait pu s’attendre & une meilleure
complexité, les consistances aux bornes ne considérant que les min etdie ctzaque domaine.

On peut constater que dans le cas de la 2B consistance, la complexité piaeslks cas correspond
directement a des situations ou un grand nombre de valeurs sont sugprikppbqué a un réseau déja
2B-consistant, un algorithme de 2B consistance admet une complexité daesegxas e®(ed) alors
gu’un algorithme de type AC-3 ou AC-2001 appliqué a un réseau arsistant garde une complexité
dans le pire des cas &N ed?).

2.2.3 2B+ consistance (Max-consistance de chemin restreirgex bornes)

La max-consistance de chemin restreinte (Max-RP@HRUYNE ET BESSIERE1997A] est plus
forte que la consistance d’arc, la consistance de chemin restreintekecol@sistance de chemin res-
treinte, mais plus faible que la singleton consistance d’arc. Dans cette sactignproposons d’adapter
Max-RPC en la limitant aux bornes, tout en utilisant un algorithme de consestiarc a gros grain
sous-jacent. En fait, cette adaptation, notée 2B+, ne garantit pas quesdiarne ait un support chemin-
consistant dans chaque contrainte. Il faut le considérer comme uiitlaiger< opportuniste », simple a
définir et a implanter.

On obtient I'algorithme 2B+ en appelant la fonctiseek Support- Path (algorithme 22) en lieu et
place duseek Support classique dangevise-2B. Cette fonction renvoigrai ssi la valeur donnée a un
support chemin-consistant dans la contrainte donnée.

2.2.4 3B consistance (Singleton consistance d’arc aux b@s)

De nombreux travaux ont récemment étudié la singleton consistancef’asection 1.2.4 page 28).
Bien qu'il soit possible de proposer un algorithme établissant SAC awebpil semble plus approprié
d’établir en fait une 3B consistance, afin de pouvoir continuer a reptésles domaines des variables
sous forme d’intervalles. En effet, effectuer SAC aux bornes niéeesis d’appliquer la consistance
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Algorithme 22 : seekSupport-Patt{yy : Contrainte X, : Variable,,;..,-) : Booléen

1 SoitY la variable telle quears(Cxy) = {X,Y'}
2 pour chaqueb € dom(Y) | (X,,Y3) € rel(C) faire

3 pour chaque Z t.q. (X, Y, Z) forme une 3-cliquéaire
4 pour chaquec € dom(Z) faire
5
6
7

SoientCx 7 etCy 7 telles quevars(Cxz) = { X, Z} etvars(Cyz) = {Y, Z}
Si(Xg,Z:) € Cxz N (Y, Z.) € Cyy alors
L continuer boucle ligne3

8 continuer boucle ligne2
9 retourner vrai

10 retourner faux

Algorithme 23 : 3B-1(P = (£°,%¢) : CN) : CN

P« 2B(P, 2)

X « first(Z)

marque <— X

répéter

domainSize < |dom(X)]

tant que [dom(X)| > 0 A 2B(P|x—min(x), {X}) # L faire
| retirermin(X) dedom(X)

tant que [dom(X)| > 1 A 2B(P|x—max(x), { X }) # L faire
9 | retirermax(X) dedom(X)

10 Si |[dom(X)| < domainSize alors

11 Si2B(P,{X}) = L alors retourner L

12 marque <— X

13 X < next-modulo(X, Z")

14 jusqu’'a X = marque

15 retourner P

N o g~ W N P

[ee]

d’'arc sur le réseau, susceptible de supprimer des valeurs a l'intétedmrdaine et pas seulement au
niveau des bornes.

3B-1

L'algorithme 23, est I'adaptation aux bornes d’'un algorithme de singletosisiance d’arc de base
(type SAC-1). 3B-1 établit d’abord la 2B consistance sur le réseanéidigne 1). Puis, on teste si chaque
borne du domaine de chaque variable est 2B-consistant (lignes aLes&)ornes non consistantes sont
supprimées (lignes 7 et 9). Quand le domaine d’une variable est modifi& clardistance est maintenue
(lignes 10 et 11). Le processus est poursuivi jusqu’a I'obtentian doint fixe : la terminaison est gérée
de la méme maniere que pour un algorithme SAC classique.

Proposition 3. Appliqué a un réseau de contraintes binaires, I'algorithme 3B-1 admebdgdexités
temporelle et spatiale ef(en?d?) etO(n), respectivement.
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Démonstration.Chaque variable du réseau peut étre révisée aupldsis : dans le pire des cas, aprés
avoir révise toutes les variables, on a supprimé une seule valeur, iteteds réviser & nouveau toutes
les variables du réseau. Dans ce cas, a chacun de ces « tours téevarian fait appel x n + 1

fois & I'algorithme de 2B consistanc® & n pour contrbler les deux bornes de chaque variable, plus un
aprés avoir supprimé une borne). Si on supprime plusieurs valeutsysaon réduit d’autant le nombre
maximal de tours. On obtient donc une complexité temporelle dans le pire des@és»2d®). Comme
I'algorithme 3B-1 ne nécessite pas de structure de données, sa compbexiadesest identique a celle
de 2B, c’est a dir€®(n). O

Encore une fois, la complexité de 3B-1 appliquée a un réseau déja 3Bs@omt est trés limitée :
un seul tour de boucle, dans lequel on effectue seulethent. appels a I'algorithme 2B e®(ed?) :
bien qu’un réseau 3B consistant soit aussi 2B consistant, on n'apgiaglici la 2B consistance sur des
réseaux 2B consistants mais sur des résddux., qui he sont probablement pas 2B-consistants. On
obtient donc une complexité &n(end?) seulement.

3B-1d

Les algorithmes travaillant sur des domaines continus ne peuvent seteomteriester une valeur
réelle (ou méme flottante) a la fois. Il faut donc utiliser des fonctions de girofepour réaliser la 2B
consistance. Pour réaliser la 3B consistance, on utilise en généralpiatapproche dichotomique, sus-
ceptible de détecter I'inconsistance d’un grand nombre de valeurs sinrakabh@ HOMME 1993]. Au
lieu de tester la consistance de chaque valeur une par une, on testel dgatnoitié inférieure de I'inter-
valle (X = [min(X), m], m étant la valeur médiane de I'intervalle). Si cette moitié est inconsistante, on
peut la supprimer immédiatement. Sinon, on teste la moitié inférieure de cet intepuadi€ventuelle-
ment la moitié supérieure si la moitié inférieure est inconsistante, et ce iksrnent, jusqu’a ce que la
borne inférieure soit validée, puis on procéde de méme pour la valegnisure. L'algorithme 3B-1d est
une adaptation dichotomique de I'algorithme 3B-1 de base, et disposeatiom@exité temporelle dans
le pire des cas d@ (en?d®log(d)) : on peut étre amené a ne détecter des valeurs inconsistantes qu’une
par une, et les décompositions dichotomiques sont dans ce cas inutiles.

Pour garder la bonne complexit§ end?) quand 3B-1d est appliqué a un réseau de contraintes déja
3B-consistant, on commence par tester les bornes min et max individuellewaeitdee commencer
la décomposition dichotomique s'il y a lieu. (Sans ce petit test supplémentai@nlaiexité serait de
O (end*log(d)).)

3B-2

Il est également possible de chercher a améliorer I'algorithme 3B-1 deswit des travaux qui ont
été effectuées sur SAC (SAC-OPT, SAC-SDS, SAC-3) et obtenir amplexité dans le pire des cas
améliorée Q(end?), qui correspond a la complexité optimale pour établir SAC).

On obtient cette complexité en enregistrant et en exploitant un certain nalimi@mations au
cours de I'établissement de la 3B consistance. L'algorithme 3B-2 est gaciles algorithmes 24, 25,
26 et 27.

Quand la consistance d’'une valeur doit étre testée pour la deuxieme fess,iflutile d’établir la
2B consistance a partir du débutgBDEAUX et al. 2001, BESSIERE ETDEBRUYNE 2005, ]. Nous
introduisons donc trois structures de données :

— initialized[ X, bound)] est un tableau indiquant pour chacune des boraesou max de X sila

2B consistance a déja été établie.

— minInferences[X, bound, Y] est un tableau permettant d’enregistrer pour chaque borieate

chaque variable” la valeurmin(Y") dans2B(P| x_min(x)) OU2B(P|x—max(x))-
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Algorithme 24 : 3B-2(P = (£°,%¢) : CN) : CN

P+« 2B(P, Z)
X « first(Z)
marque <— X
répéter
domainSize + |dom(X)]
tant que |[dom(X)| > 0 A check2B(P, X, min) faire
| retirermin(X) dedom(X)
(X

tant que [dom(X)| > 1 A check2B(P, X, max) faire
9 | retirermax(X) dedom(X)

10 si [dom(X)| < domainSize alors

~N o o b~ W N R

[ee]

11 P+ 2B(P,{X})

12 si P’ = 1 alors retourner L

13 foreach X € 2 do

14 simin”(X) # min” (X) alors initialized[X, min] + faux
15 simax” (X) # max”’ (X) alors initialized[ X, max] + faux
16 P+ P

17 marque <— X

18 | X < next-modulo(X, Z)
19 jusqu'a X = marque
20 retourner P

Algorithme 25 : check2BP = (£',%) : CN, X : Variable,bound : min|maz) : Booléen

Pstore +— P
S + exploitinferences(X, bound)
si S = ( alors
‘ consistent < vrali
sinon
si bound = min alors
‘ consistent < 2B(P|x—min(x),5) # L
sinon
L consistent < 2B(P|x—max(x),S) # L

10 Si consistent alors

© 00 N O g B~ W N P

11 ‘ recordIn ferences(X, bound)
12 | sinon
13 L initialized| X, bound] « faux

14 P < Pgiore
15 retourner consistent
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Algorithme 26 : exploitinferencesX : Variable,bound : min|maz) : {Variable}

1 si—initialized[ X, bound) alors retourner { X'}

25«0

3 pour chaqueY € £ faire

min(Y’) < max(min(Y'), minInferences[ X, bound,Y])

max(Y) < min(max(Y'), maxInferences| X, bound, Y])

simin(Y) > minInferences|X,, Y]V max(Y) < maxInferences|X,,Y] alors
| S+ Su{Yy}

N

~N o o

8 retourner S

Algorithme 27 : recordInferences( : Variable,bound : min|mazx)

1 initialized[ X, bound] < vrai

2 pour chaqueY € 2 faire

3 minlnferences[X, bound,Y] <— min(Y)
4 L maxInferences| X, bound, Y] + max(Y)

— maxInferences| X, bound, Y| permet d’'obtenir pour chaque valeur borne Xieet chaque va-

riableY” la valeurmax(Y') dans2B(P| x—min(x)) OU2B(P|x—max(x))-

On suppose quéritialized est un tableau dont les éléments sont initialisésu&. Les inférences
pour une borné ne sont possibles queisiitialized[ X, bound] vautvrai. Par exemple, on peut imagi-
ner qu'apres avoir étatlhiB ( P| x —min(x)), ON Obtienne un réseau tel quen(Y) = cetmax(Y') = d (et
donc,dom(Y) = {c,...,d}). initialized| X, min] est alors mis &rai, minInferences| X, min,Y]
ac etmazxinferences| X, min,Y] ad. En exécutantheck2B (algorithme 25), les informations en-
registrées sont exploitées (ligne 2) par un appetoitIn ferences. Apres I'exploitation des valeurs
enregistrées, soit la 2B consistance de la borne considérde et toujours valide (ligne 4), puisque
I'ensemble vide) est renvoyé paexploitIn ferences (aucune valeur dar@B(P|x—min | max(x)) N'A
été supprimée), soit il faut contrbler la 2B consistance de la borne é&ésideX a partir de I'ensemble
de variablesS dont le domaine a été réduit (lignes 6 a 9). Les inférences sont alors anjses(ligne
11) par un appel a la fonctiorecordIn ferences. Si la borne est inconsistante, elle va étre modifiée,
et les valeurs courantes aeinln ferences et mazxiInferences ne sont plus valables. Elles devront
donc étre recalculées, gtitialized| X, bound] est réinitialisé. De méme dans l'algorithme 24, si des
variables sont modifiées quand la 2B consistance est maintenue (ligi&g.13n” (X) etmin” (X)
représentent la valeur minimale dedans les réseauR et P’, respectivement (et idem pourax(X)).

La fonctionexploitin ferences (algorithme 26) retourne soit le singletdX } (ligne 2) si la 2B
consistance de la borne considéréeXer’a jamais été contrélée, ou 'ensemble de variables dont le
domaine a perdu au moins une valeur en plus de la derniére exécutibnsie cette borne (ligne 8). La
fonctionrecordIn ferences (algorithme 27) se contente de mettre a jour les structures de données.

L'algorithme décrit ici peut étre vu comme une adaptation aux bornes defitime SAC-OPT
proposé par [BsSIERE ETDEBRUYNE 2005] ou encore une alternative a I'algorithme de 3B consistance
optimisé décrit dans [BRDEAUX et al. 2001, ].

Proposition 4. Appliqué a un réseau de contraintes binaires, I'algorithme 3B-2 admebdgdexités
temporelle et spatiale dans le pire des ca®émd?) et O(n?), respectivement.

Démonstration.En enregistrant des informations et en évitant ainsi d’effectuer phssfeis le méme
calcul inutilement [BDRDEAUX et al. 2001, ], I'algorithme 3B-2 exploite I'incrémentalité de la consis-
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FIGURE 2.2 — Proportion d’instances incohérentes prouvées sans recherche

tance d’'arc [EESSIERE ETDEBRUYNE 2005]. Cela signifie qué@ x n appels successifs potentiels a
check2B par rapport a une valeuX, est en O(ed?). Les fonctions exploitInferences et
recordIn ferences sont enO(n) et peuvent étre ignorées. Comme il y@valeurs, la complexité tem-
porelle dans le pire des cas est@(end?). Les structures de données ne stockent que deux bornes par
variable. On obtient alor x n valeurs a enregistrer po2rx n bornes. On obtient donc une complexité
spatiale erO(n?). O

2.2.5 Expérimentations

Pour montrer I'intérét pratique des propriétés introduites dans cette sentios avons implanté
les différents algorithmes décrits dans les sections précédentes ettaorelexpérimentation sur des
instances d’ordonnancement (Job Shop et Open Shop) et d'assigde fréquences (RLFAP). Les
algorithmes 2B, 2B+, 3B-1, 3B-1d et 3B-2 correspondent aux ge&ois données dans les paragraphes
précéedents.

Nous avons tout d’abord établi une comparaison entre tous les algorifunes ensemble de 20
problémes de Job Shop générés a partir du modéle de TaillardLARD 1993], en fixant la taille
de ceux-ci a8 jobs et8 machines. Pour chaque instance, il existe un temps opflipal minimal
dans lequel on peut réaliser tous les jobs en respectant I'utilisation skesurees. Calculer cette valeur
optimale nécessite plusieurs appels a un algorithme NP-Complet. Une estimaiefihas< Topr en
additionnant les temps de chaque opération pour chaque job un pamengditt, et les temps de chaque
opération pour une méme machine d’autre part. La limite basse est la valeur rigagd@@es sommes.
Pour chacune des 20 instances générees ici, on a calculé la Yglepgrgrace a un algorithme MGAC
classique.

Nous avons alors cherché a estimer le pouvoir filtrant de chaque algomhriteant une limitel’
comprise entrd’, g etTp pr. Quandl” est proche d&7, 5, certains algorithmes sont capables de détecter
l'inconsistance du probleme sans méme effectuer de recherche (évidgnwonsres problémes avec
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FIGURE 2.3 — Tests de contraintes effectués pour établir les consistances

T < Topr sont inconsistants). La figure 2.2 montre la proportion d’'instances déseictéonsistances
sans recherche en faisant vafiéentrelr z etTopr par laformulel’ = Trp + x(Topr — Trp) €ten
faisant varierz entre 0 U = Tyg) et 1 ' = Topr). On peut observer que la 3B consistance permet
un niveau de filtrage suffisant pour détecter I'inconsistance de lapldp&es instances, contrairement
a 2B+ et tout particulierement 2B et AC, qui ont un comportement identigadigure 2.3 montre
I'effort, en terme de tests de contraintes (échelle logarithmique), néaepsair I'établir les différentes
consistances avec les algorithmes présentés (des résultats similairdstsons @n considérant le temps
CPU). Naturellement, plus la capacité de filtrage est importante, plus il faestede contraintes pour
I'établir. On peut constater que 3B-1d semble étre le plus efficace simstances.

Nous avons ensuite considéré les instances RLFAP. La table 2.7 montreu#atséobtenus sur
guelques instances sélectionnées. Il apparait ici que AC reste la medlfarehe sur ces instances, tant
en temps CPU qu’en termes de filtrage (#rmvs indique le nombre de valeunsistemtes supprimées).
Ceci peut s’expliquer de par le fait que contrairement aux problénwsl@inancement qui utilisent
beaucoup de contraintes de précédence, les contraintes appardissaftes problemes RLFAP ne se
concentrent pas sur les bornes des domaines.

Dans un second temps, nous avons cherché a maintenir toutes les coasigimdant la recherche
d’une solution. Nous avons étudié tout d’abord les 10 instances d'Gpep de Taillard avec 7 Jobs et
7 Machines [RILLARD 1993]. Pour chaque instance, nous avons essayé de célgeren utilisant
un algorithme de branchement exploitant la propagation de contrainteshle&2t8 donne la moyenne
et I'écart-type sur les 10 instances de I'écart entre la borne supgdétenue en 300 secondes de cal-
cul avec les différents algorithmes de propagation par rapport a larvgi¢imale pour le probléme.
Les résultats indiquent clairement que si la 2B consistance n’est pappneche trés performante, la
3B consistance, en particulier avec les algorithmes 3B-1d et 3B-2, e&tfiarement efficace sur ces
problémes.

Nous avons également considéré a nouveau les 20 instances de {obéShtes précédemment.
La table 2.9 présente le temps moyen nécessaire pour prouver que lengastconsistant podr =
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AC 2B 2B+ | 3B-1 | 3B-1d | 3B-2

graph4 cpu| 047 | 0,10 | 2,23 | 8,29 | 10,25 | 34,26
#rmvs| 776 0 187 411 411 411

graphl0 cpu| 086 | 0,15 | 4,15 | 11,87 | 13,42 | 32,75
#rmvs| 386 0 46 122 122 122

graphl4-f27 cpu| 043 | 0,16 | 1,93 | 3,25 2,48 | 3,32
#rmvs | 2 314 0 0 0 0 0

graphl4-f28 cpu| 043 | 0,16 | 2,10 | 5,81 4,72 | 4,56
#rmvs | 3 230 0 0 2 2 2

scen02-f25 cpu| 0,14 | 0,07 | 0,55 | 0,58 0,52 | 0,58
#rmvs 106 0 0 0 0 0

scenll-f8 cpu| 0,55 | 0,13 | 2,70 | 3,27 2,95 | 3,33
#rmvs | 4 992 0 0 0 0 0

scenll-f10 cpu| 0,51 | 0,21 | 4,11 | 298 2,66 | 3,12
#rmvs| 6324 | 3024 | 3024 | 3024 | 3024 | 3024

TABLE 2.7 — Etablir les consistances sur des instances RLFAP

AC 2B 3B-1|3B-1d| 3B-2
Ecart moyen| 4,79% | 28,6% | 4,28% | 3,00% | 3,32%
Ecart-type| 3,5% | 82% | 24% | 2.2% | 2,4%

TABLE 2.8 — Maintenir les consistances sur les instances d’Open Bkapde Taillard

AC | 2B | 2B+ |3B-1|3B-1d|3B-2
Temps CPU MoyenXl = Topr) | 212 | 216 | 282 88 73 117
Inconsistances prouvées en 300s€ Topr — 1) | 45% | 55% | 30% | 85% 85% | 85%
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2.2. Consistances aux bornes

AC 2B 2B+ 3B-1|3B-1d| 3B-2
graph04 2,1 | timeout| timeout| 260,0 314,0 391,0
graphl0 8,2 | timeout 14,3 | timeout| timeout| timeout

graphl4-f27 6,3 | timeout| timeout| timeout| 847,0 | timeout

graphld-f28 | 40,7 8,1 20,5 | 347,6 | 435,9 | timeout
scen02-£25 | 4,1 2.9 43,5 47.8 43,6 50,0
scenll-f8 | 115,3 74,6 98,9 | timeout| timeout| timeout
scenll-f10 | 6,7 6,4 15,6 | 3883 | 372,7| 652.3

TABLE 2.10 — Maintenir les consistances sur des instances de RLFAP

Topr ainsi que la proportion de problémes pour lesquels on a pu prouver @taient inconsistants en
moins de 300 secondes pdlir=Topr — 1. Une fois encore, maintenir 3B est la meilleure approche.

La table 2.10 montre les résultatéeout a été fixé a 900 secondes) obtenus pour résoudre les ins-
tances RLFAP. Sur certaines instances difficiles, 2B donne de bantatésmais maintenir des consis-
tances plus fortes est plutét pénalisant.

Finalement, n'oublions pas que tous les algorithmes sont basés sur A@i{&adtion d’algorithmes
de base plus sophistiqués comme AC-2001 ou AC{3our établir la 2B ou la 3B consistance ne devrait
pas changer les résultats : on a vu précédemment que la complexité pdinigégdbconsistance restait
enO(ed?), que I'algorithme soit basé sur AC-3 ou AC-2001. Cependant, I'algoritbBy¥epourrait étre
amélioré dans ce sens : beaucoup de tests de contraintes pourraiémitése

2.2.6 Enrésumé

L'objectif des travaux décrits dans cette section était d'établir une cammgus claire entre les
consistances de domaines établies sur le modéle des CSP discrets, eliltamoes aux bornes établies
sur le modéle des CSP continus. En particulier, nous avons étudié demsdisitées aux bornes de
consistances de domaine bien connues.

Le principal avantage des consistances aux bornes réside dansdesshan espace qui peuvent étre
trés limités, en particulier quand les domaines sont convexes. Pour ceilitzsstences de CSP discrets
avec de trés grands domaines, ce peut étre la seule approche réadistee Part, si I'économie d'es-
pace n’est pas indispensable, la complexité dans le pire des cas pduiétatonsistances aux bornes
(pour lesquelles aucune sémantique des contraintes n’est disponiblegssez décevantes, bien que
sur des instances peu contraintes beaucoup de travail est évité eRgilexdans ce contexte, la com-
plexité optimale dans le pire des cas pour établir la 2B consistance (c’estla donsistance d'arc aux
bornes) est identique a celle pour établir la consistance d’arc, bien gomfalexité des algorithmes de
2B consistance appliqués a des réseaux déja 2B-consistants est méileurecontreO(ed?)). D’un
point de vue pratique, I'utilisation de consistances aux bornes est mne lapproche sur des problémes
impliquant des contraintes « travaillant aux les bornes », comme les contrdenfgecédence. Dans
ce cas, il est de plus souvent possible d’adopter un filtrage spéciigjuexploite la sémantique des
contraintes et ainsi d’obtenir une meilleure complexité. Dans un contexte fagorable, nos résultats
expérimentaux sur les problémes d’'assignation de fréquences ne masitna péel avantage a I'utili-
sation de consistances aux bornes par rapport a la consistanceld&gicue. Nous pensons cependant
gue les consistances aux bornes pourraient jouer un réle dans lepfament de méthodes destinées a
contrbler I'effort nécessaire pour maintenir des consistances feetedapt la recherche.
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Chapitre 2. Inférence autour de la consistance d'arc

2.3 Consistance duale et consistance de chemin

Siles consistances de domaineEBRUYNE ETBESSIERE2001] permettent d’identifier des valeurs
inconsistances, les consistances de relations permettent d’identifiestiexiations inconsistantes (de
longueur 2 quand les relations sont binaires). La consistance de rsliatiolns connue est la consistance
de chemin (PC). De nombreux algorithmes ont été proposés pour étabtif Bé{jon 1.2.2).

Nous définissons ici une nouvelle forme de consistance de relations, rolameénsistance duale.
Le principe est d’enregistrer des couples de valeurs inconsistantagiébs aprés I'affectation d’'une
valeur a une variable puis I'établissement de la consistance d’arc. Comun&singleton consistance
d’arc, la consistance duale est donc construite autour de la consistamceNous montrons d'aprés
I'algorithme de McGregor [MGREGOR1979] que la consistance duale est équivalente a la consistance
de chemin quand elle est appliqguée a un réseau de contraintes binairdstcomp

Nous introduisons également plusieurs algorithmes permettant de réalkseonsistance de che-
min forte en utilisant le principe introduit par la consistance duale, c’esteaatiireffectuant des tests
de singletons successifs. sDC-1 est l'algorithme le plus simple, et le deresaaDC-2 et sDC-3,
améliorent sDC-1 en exploitant partiellement ou totalement I'incrémentalité deiitdme de consis-
tance d’arc. En termes de complexité, sDC-1 admet une complexité temporeléedsre des casen
O(An3d®) € O(n°d°) et une complexité spatiale &(n?d?). sDC-2 améliore I'algorithme sDC-1 en
pratique mais admet les méme complexités temporelle et spatiale. En exploitant totdilesrémenta-
lité d’AC, I'algorithme sDC-3 atteint une complexité temporelle dans le pire desre@$n>d*) tout en
conservant la complexité spatiale@fn?d?). sDC-3 a donc la méme complexité que I'algorithme PC-8,
qui est considéré comme l'algorithme le plus rapide pour établir la consisend®emin [GIMEISS ET
JEGOU 1998].

Les travaux présentés dans cette section ont été réalisés en coopévatioBtéphane Cardon et
Christophe Lecoutre et ont fait I'objet d’un article publié lors de la €8nférence on Principles and
Practice of Constraint Programming (CP'2007EffouTREet al. 20078, ].

2.3.1 Consistance duale : définition et équivalence avec lartsistance de chemin

La consistance duale, tout comme la consistance de chemin, n'est défnaans le cadre d'un
réseau de contraintes binaires normalisé.

Définition 22 (Consistance duale)Soit P = (27,%) un CN, (X,Y") deux variables distinctes dg",
a € dom(X) etb € dom(Y).

Linstanciation (de longueur 2)X,, Y} est dual-consistante (DC) sgj € AC(P|x—,) et X, €
AC(Ply—p).

(X,Y) est DC ssi toutes les instanciations{d€, Y’} sont DC.

PestDCssW(X,Y)e 22| X #Y,(X,Y)estDC.

On peut montrer que DC est équivalent a PC, ce que I'on pouvait ipigwisque I'algorithme pro-
posé par [MMGREGOR 1979] pour établir la consistance de chemin forte était basé sur la cogsistan
d’arc. Nous en fournissons une preuve dans notre contexte :

Proposition 5. DC = PC

Démonstration.Montrons que pour tout CNP, DC(P) = PC(P). Soit{X,, Y;} une instanciation de
P.

5. ) représente le nombre d’instanciations consistantes dans les contraimesoteme et est e@(ed?) dans le cas des
réseaux binaires € (n>d?) si le graphe est complet
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2.3. Consistance duale et consistance de chemin

Algorithme 28 : FC (P = (27,%) : CN, X : Variable) : CN

1 pour chaqueC € ¢ | X € vars(C) faire
2 soitY la variable telle quears(C) = {X,Y}
3 | sirevise(C,Y) A dom(Y) = () alors retourner L

4 retourner P

— Si{X,, Y} nest pas PC, cela signifie que séiX,, Y3} est inconsistante et donc q{é&,, Y;}
n'est pas DC, soiBZ € 2" | Ve € dom(Z), {X,, Z.} ou (Y3, Z.) sont inconsistantes. Dans ce
cas, on sait qué&, ¢ AC(P|x—,) puisque apres avoir établi AC sit| x_,, toutes les valeurs
c dedom(Z) sont telles qug X,, Z.} est consistante. Nécessairement et par hypothése, toutes
ces valeurs sont incompatibles avgg ce qui entraine la suppression ée dom(Y") lors de
I'établissement de AC{ X,, Y;} n’est alors pas DC.

— Si{X,, Y} n'est pas DC, cela signifie qu§ ¢ AC(P|x—=,) (0uX, ¢ AC(P|y—p)). SoitH(n)
I'hypothése de récurrence suivante : sile nombre de révisiong &t le nombre d'étapes dans
un algorithme tel que AC-3) pour retirérde dom(Y") lors de I'établissement de AC silt| x—,
est inférieure ou égalend alors{X,, Y;} estinconsistante dafC(P).

H(1) est valide, puisque dans ce cas, cela signifie simplemen{ §yeY;} est inconsistante.
Supposons qué (n) est vraie et montrons qué(n + 1) est valide :
Si b est supprimée ddom(Y') apresn + 1 révisions en établissant AC sifit| x—,, alors cela
signifie que la derniere révision portait sur une contrainte impligaat une autre variabl&.
Toute valeurc de dom(Z) qui supportaity; avait été supprimée aprés au plusévisions. Par
hypothése, cela signifie que pour toutes ces valeyr&,, Z.} n’est pas consistante daR§’( P).
On peut donc déduire ici queX,, Y, } n'est pas PC.

O

Pour mémoire, un réseau est fortement chemin-consistant (sPC) $si Ibdsis chemin-consistant
et arc-consistant. De méme, un réseau fortement dual-consistant ¢sb&)a fois dual-consistant et
arc-consistant.

2.3.2 De nouveaux algorithmes pour établir la consistanceedchemin forte

Les algorithmes que nous proposons pour établir sSPC sont appelé$, SDC-2 et sDC-3. Avant
de les décrire, il nous faut introduire quelques notions sur le Forwhetking (FC). Le principe fon-
damental de tous ces algorithmes est d’effectuer des tests singletorssisgesqu’a atteindre un point
fixe.

Consistance d'arc et Forward Checking

Les algorithmes de sDC proposés pour établir la sSPC sont donnés dasdede |'utilisation d’'un
algorithme de consistance d’arc a gros grain (AC-3, AC-2001, KC-B8C-3"...) orientés variables.

FC est un algorithme de recherche systématique, comme MAC, qui maintiefdramede consis-
tance d'arc limitée a chaque nceudyRiALICK ET ELLIOTT 1980]. Aprés avoir assigné une valeur a une
variable, seules les variables non assignées qui sont connectéles@ sent révisées (voir algorithme
28 : I'algorithme FC ici présenté n'effectue que la forme limitée d’inférertiisée par I'algorithme de
recherche FC). Notons que la complexité dans le pire des cas d’'un&apfeésO(nd), puisqu’il peut
y avoir au plusn — 1 révisions et la révision d'une variable par rapport a une variable ressigst en
O(d).
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Algorithme 29 : sDC-1(P = (2',%¢) : CN) : CN

P+ AC(P, %)

X « first(2)

marque <— X

répéter

si |[dom(X)| > 1 alors

SicheckVar-1(P, X) alors

P+ AC(P,{X})
si P = 1 alors retourner L
marque <— X

© 00 N O g b~ W N P

10 X  next-modulo(Z , X)
11 jusqu'a X = marque
12 retourner P

Algorithme 30 : checkVar-1P = (2°,%) : CN, X : Variable) : Booléen
1 modif + faux

2 pour chaquea € dom” (X) faire

3 | P+ AC(P|x=a,{X})
4 si P’ = | alors

5 retirera dedom? (X)
6

7

8

9

modif < vrai
sinon
pour chaqueC € ¢ | X € vars(C) faire
soitY € 27 | vars(C) = {X,Y}
10 pour chaqueb € dom” (Y) | b ¢ dom” (V') faire
1 retirer { X,, Y3} derel” (C)
12 L modif < vrai

13 retourner mods f

Algorithme sDC-1

Les algorithmes 29 et 30 établissent la consistance duale forte (et doondistance de chemin
forte). L'algorithme est trés proche de celui proposé dans@EAEGOR1979] pour établir la consistance
de chemin forte. Il y a cependant d'importantes améliorations qui seéanites a la fin de cette sous-
section. Dans l'algorithme 29, on commence par établir la consistance titare 1), puis, a chaque
itération de la boucle principale, on considére une variable que I'on appédle variable courante ».
On gére la terminaison de I'algorithme de la méme maniére que pour un algorithmeCdeessique.
L'appel acheckVar-1 a la ligne 6 permet d'effectuer toutes les inférences possibles Yaromme
décrit ci-dessous. Si une inférence est effectateckV ar-1 renvoievrai et la consistance d’arc est
ré-établie (ligne 7). On peut remarquer que quand le domaine d’'undheaeist constitué d’un singleton
(une et une seule valeur), aucune inférence ne peut plus étre taggup le réseau est toujours maintenu
arc-consistant (d'ou le test a la ligne 5).

Pour effectuer toutes les inférences a partir d’'une variahlen fait appel a la fonctionheckV ar-1
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(algorithme 30). Pour chaque valeudu domaine deX, AC est établie suP|x—,. Sia n'est pas SAC,
alorsa est supprimée du domaine de (ligne 5). Sinon (lignes 8 a 12), pour toute valégrprésente
dansP et absente dé”, I'instanciation{ X,,, Y} } est retirée deel(C').

Notre algorithme peut étre considéré comme une amélioration de I'algorithmea&idgor [Mc-
GREGOR1979]. Nous apportons deux améliorations importantes : le mécanisme de {somiamé-
lioré d’'une part, et le fait de maintenir AC pendant I'exécution afin de déanées tests de singleton a
partir d'une seule variable, ce qui permet d’éviter un grand nombréwdsions inutiles, notamment sur
des réseaux de contraintes épars. Pour finir, cet algorithme esteafthablir directement la consis-
tance duale conservative, qui sera étudiée dans la section suivahte (2

Proposition 6. Appliqué a un graphe de contraintes complet, I'algorithme sDC-1 établit sDC.

Démonstration.Tout d'abord, la preuve que toute inférence effectuée par sDQG-Goe®cte est im-
médiate. A la ligne 3 de I'algorithme 30, I'exécution @ < AC(P|x—,, {X}) donne un résultat
équivalent &P’ «+ AC(P|x—q, Z°), ce qui garantit que I'algorithme est complet. En effet, le réseau
est maintenu AC a chaque fois qu’'une modification est apportée (ligne @lderithme 29) et toute
inférence effectuée sur une valeXiy n’a pas d'impact suP|x—;, b étant n’importe quelle autre valeur
du domaine de la variabl¥. O

Proposition 7. La complexité dans le pire des cas de sDC-1 esDekend?) et sa complexité spatiale
est enO(ed?).

Démonstration.Dans le pire des cas, la fonctieheckV ar-1 peut étre appeléefois pour une variable
donnée, puisque entre deux appels successifs, au moins un cougkegies \doit étre supprimé d’'une
relation. Un algorithme d’AC optimal e@(ed?) comme AC-2001 peut étre utilisé en ligne 3, et suppri-
mer les couples de valeurs inconsistants (lignes 8 a 12) &3tet). Comme on suppose que< e, un
appel &checkV ar-1 est donc e (d(ed? + nd)) € O(ed?). On obtient don@ (A\end?) pour sDC-1.

En termes d’espace, il faut tout d’abord enregistrer les domaines elé&®ons O(nd + ed?) €
O(ed?)). Les seules structures de données utilisées par sDC-1 sont cellegsifiigsd algorithme d’AC
sous-jacent, soif)(ed) pour AC-2001 ou AC-3". La complexité spatiale est donc &ed?). O

Dans le cas d'un graphe complet= (n? — n)/2 € O(n?), d'ou des complexités temporelle en
O(Mn3d?) et spatiale eD(n?d?). A € O(ed?), donc sDC-1 peut atteindre une complexité temporelle
enO(n’d®). Cela peut sembler élevé, mais en pratique sDC-1 atteint trés vite un poi(iefixembre
d’'appels a la fonctiomheckV ar-1 pour une variable donnée est trés faible) parce que les inférsmces
des valeurs inconsistances, et particulierement les couples de valmnsigiantes, peuvent étre immé-
diatement prises en compte. Le corollaire suivant indique également queds peerdu pour appliquer
sDC-1 sur un réseau déja sDC est plut6t limité pour autant que la taille desndsnn& soit pas trop
importante :

Corollaire 1. Appliqué a un réseau sDC, la complexité dans le pire des cas pour sSO@i@&nd?)

Le meilleur des cas (extréme), survient quand tous les couples de vabetiutorisés. Dans ce cas,
le colt pour établir AC a partir d’'une seule variable (ligne 3) est identigeedd pour établir FC. La
complexité dans le meilleur des cas de sDC-1 est donc seuleméxitét) (¢ O(n?d?) pour un graphe
complet).

Algorithme sDC-2

L'algorithme sDC-2 améliore I'algorithme sDC-1 en se basant sur I'idée de liteitent de I'éta-
blissement de AC a chaque test de singleton. Dans sDC-1, on appligue| x—,, { X }). Cette opéra-
tion est strictement identique2C(FC(P|x—., X), @), ouQ indique I'ensemble de variables édedont
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Algorithme 31 : sDC-2(P = (27,%) : CN) : CN
1 P+ AC(P,Z)

2 X « first(Z)

3 marque <— X

4cnt <0

5 répéter

6 ent <—cnt + 1

7 si |dom(X)| > 1 alors

8 nbValuesBefore < nbValues(P)

9 Si checkVar-2(P, X, cnt) alors

10 lastModif[X] « ent

11 P «— AC(P,{X})

12 si P = 1 alors retourner L

13 sinbValues(P) # nbV aluesBe fore alors
14 L lastModif[Y] < cnt, VY € &
15 marque <— X

16 X  next-modulo(Z , X)

17 jusqu'a X = marque
18 retourner P

le domaine a été réduit pC(P|x—,, X ). En effet, en appliquamtC(P|x—,, { X }), on commence par
réviser chaque variablg # X par rapport 8X, et on ajoute ces variables dans la queue de propagation
si une ou plusieurs valeurs on été supprimées de leurs domaines respegtifemiére itération de I'al-
gorithme d’AC est équivalente a un FC. En dehors du premier test detsingle X ,, dans sDC-2, on
appliqueraAC(FC(P|x—q, X),Q’), ouQ’ est un ensemble de variables construit a partir d'informations
enregistrées lors de la propagation. L'objectif est d’obtenir une file tak&X] C Q, de sorte que sDC-2
soit moins colteux que sDC-1 (un grand nombre de révisions inutiles me@ire évitées, et, comme
nous le verrons, le colit de gestion des informations nécessaireggégeaBle). On exploite ainsi en
partie I'incrémentalité de I'algorithme d’AC sous-jacent.

Pour établir sPC sur un réseau dorihéon peut utiliser notre second algorithme, sDC-2 (algorithme
31). Cette algorithme difféere de sDC-1 de par I'introduction d’'un comptéume structure de don-
nées nommétstModi f, constituée d’'un tableau d’entiers. Le compteur est utilisé pour dénotebrer
nombre de tours de la boucle principale (lignes 4 et 6). LutilisatiohedéM od: f est définie comme
suit : pour chaque variabl&, last Modi f[X] indique le numéro du dernier tour ou une inférence a été
faite surX. Une telle inférence peut consister en la suppression d’une valelsndeX ) ou d’un couple
de valeurs dans la relation associée a une contrainte implidia@Quand la fonctiorcheckV ar-2 ren-
voie vrai, cela signifie qu’au moins une inférence stia été effectuée, étstModi f[ X | est actualisée
(ligne 10). On maintient ensuite AC (ligne 11), et si au moins une valeur aupt&imée (au cours de
checkVar-2 ou de I'établissement de AC), on considere que toutes les variablé&téoaltérées pen-
dant le tour actuel. On peut bien sir chercher a ajuste/ odi f de maniére plus subtile, en cherchant
guelles variables sont réellement concernées par les inférencesefaiteaintenant AC, mais de par
notre expérience, cela alourdit I'algorithme sans bénéfice notable.

Toutes les inférences applicables sur une variable doAngent effectuées par un appel a la fonc-
tion checkVar-2 (algorithme 32). Pour chaque valeure dom(X), s'il s’agit d'un premier appel a
checkVar-2 pour X (ligne 3), on procéde comme d’habitude. Sinon, I'incrémentalité est partielteme
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Algorithme 32 : checkVar-2P = (27,%) : CN, X : Variable,cnt : Entier) : Booléen
1 modif < faux

2 pour chaquea € dom® (X) faire
3 Sicent < | 27| alors
4 | P« AC(P|x=q,{X})
5 | sinon
6 | P+ AC(FC(P|x=q, X),{Y € 2 t.q.cnt — lastModif[Y] < |Z|})
7 si P’ = 1 alors
8 retirera dedom? (X)
modif < vrai
10 sinon
11 pour chaqueC € ¢ | X € vars(C) faire
12 soitY € 27 | vars(C) = {X,Y}
13 pour chaqueb € dom” (Y) | b ¢ dom” (V') faire
14 retirer { X,, Y3} derel” (C)
15 lastModif[Y] + ent
16 modi f < vrai

17 retourner mod;i f

exploitée en supprimant d’abord au moins toutes les valeurs qui avaieniggémeées lors du dernier
singleton test deX,. On réalise cette opération par un appel & FC. Puis, on applique AC demlis
file de propagation composée de toutes les variables qui étaient coee@aréau moins une inférence
pendant les derniefs?’| — 1 appels &heckVar-2. Le reste de la fonction est identiqueféeckV ar-

1, a I'exception de la mise a jour destModif (ligne 15) quand un couple de valeurs est supprimé
(lastModif[X] n'est pas mis & jour puisque cela a déja été fait a la ligne 10 de I'algorithme 31).

Proposition 8. Appliqué a un graphe de contraintes complet, I'algorithme sDC-2 établit sPC.

Démonstration.Tout d’abord, la preuve que toute inférence effectuée par sDQ-2oeecte est im-
médiate. Quand®’ «+ AC(FC(P|x=a,X),Q) avec@ = {Y | ent — lastModif[Y] < |Z7|}) est
effectuée a la ligne 4 de I'algorithme 32, onPa = AC(P|x—., Z"), ce qui garantit que 'algorithme
est complet. Cela signifie simplement gbieest soit arc-consistant soit égalla En effet, le résea’

est maintenu arc-consistant a chaque fois qu’une modification estiefée@igne 11 de I'algorithme 31)

et toute inférence effectuée par rapport & une valeun’a aucun impact suP|x—;, b étant n'importe
quelle autre valeur du domaine de la variallleCette propriété est vraie car quand toute inférence est
effectuée, elle est enregistrée dams Modi f . Ol

Proposition 9. La complexité temporelle dans le pire des cas de sDC-2 &3t &m.d?) et sa complexité
spatiale dans le pire des cas est¥ad?).

Démonstration.Rappelons que les complexités temporelle et spatiale de sDC-1 sont nespecti
O(Xend®) etO(ed?). Pour obtenir le méme résultat pour sDC-2, il suffit de constater que lalexitép
temporelle dans le pire des cas cumulée a la ligne 14 de I'algorithme 31@été)n et que la complexité
spatiale de la structutest M odi f est enO(n). O
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Algorithme 33 : sDC-3(P = (27,%) : CN) : CN
1 P+ AC(P,Z)

2 Qx, < T,VX € 2",Va € dom(X)

3Q« {X,|XeZNacdomP(X)}

4 tant que Q # 0 faire

5 prendreX, de@

R <+ checkValue(P, X,)
removeTuples(P, R)

si P = 1 alors retourner L

o N o

9 retourner P

Algorithme 34 : checkValueP = (27, %) : CN, X, : Variable,qe,) : {multiplet}

R+ 0
siQx, = T alors
| P’ AC(P|x—q,{X})
sinon
| P+ AC(FC(P|x=4, X),Qx,)
QXE < @
si P’ = 1 alors
retirera dedom’ (X)
pour chaqueY € 2" | Y # X faire
10 pour chaqueb € dom” (Y) | (X,,Y;) est ACfaire
11 L | ajouterY, 4Q; ajouterX aQy;

a b~ W N P

© 00 N O

12 sinon

13 pour chaqueY € 2" | Y # X faire

14 pour chaqueb € dom” (Y) | b ¢ dom” (V') faire
15 | ajouter(X,,Y;) &R

16 retourner R

Algorithme sDC-3

Pour exploiter entierement I'incrémentalité des algorithmes de consistamcgdia établir la che-
min consistance forte, nous introduisons une structure de donnééfigseéa AC-3® pour chaque va-
leur (I'idée est en fait liée a I'approche utilisée paE&s1ERE ETDEBRUYNE 2005] pour I'algorithme
SAC-OPT). Cette structure, représentée par I'enseifjkle consiste en une file de propagation dédiée
au problémeP|x_,. Le principe de sDC-3 est le suivant : Bj correspond &AC(P|x—,, Z), et P;
aveci > 1 représente le résultat deétablissement d’AC suk,, alorsP;; correspond &AC(FP/, Qx,)

ol P/ estun CN tel queP! < P etQx, = {X € 2 | dom™(X) c dom’(X)}. La complexité
temporelle cumulée dans le pire des cas pour effectuer ces établissendgbitsudtessifs sur le test
de singleton deX, est enO(ed?) = O(n?d?) puisque AC-3 est incrémental et d’un appel a I'autre, au
moins une valeur a été supprimée d’'un domaine.

6. Pour établir nos résultats de complexité pour sDC-3, il n’est pas mbsble d'utiliser un algorithme de consistance
d’arc optimal
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Algorithme 35 : removeTuplesf = (27, %) : CN, R : {multiplet})
1 initsize « |R)|
2 cnt <+ 0
3 tant que R # () faire
4 ent <+ cent + 1
prendre(X,,Y;) deR
retirer { X,, Y, } derel”(C) avecC € € | vars(C) = {X,Y}
Sicent > initsize alors
L ajouterX, aQ; ajouterY aQy,

o N o O

9 ajouterY, a @ ; ajouterX aQy,
10 pourchaqueZ € 2" | Z # X N Z # Y faire

11 pour chaquec € dom” (2) | (Z., X,) est ACA(Z., ;) est ACfaire

12 sidd € dom” (X) | {Z., X,} est consistante.{ X, Y;} est consistantalors
13 | ajouter(Z,, X,) & lafin deR

14 sifd € dom®(Y) | {Z., Y} est consistante { X,, Y;} est consistantalors
15 | ajouter(Z.,Y3) alafin deR

Pour établir sPC sur un rése&y on fait appel & sDC-3 (algorithmes 33, 34 et 35). Comme indiqué
ci-dessus, une file de propagatiQr,, est associée a chaque valégy. Nous introduisons également une
file @ pour stocker I'ensemble des valeurs pour lesquelles un test de singtété@trd effectué. Notons
queX, € @ ssiQx, # 0. Initialement, AC est établie su?, toutes les files dédiées sont initialisées a
une valeur spéciale notéke (équivalente aZ” en pratique), ef) est remplie. Ensuite, tant qug n’est
pas vide, une valeur est prise @e un test de singleton est effectué sur cette valeur, et une ou plusieurs
instanciations peuvent étre supprimées.

QuandcheckV alue (algorithme 34) est appelée, il est possible de déterminer si il s’agitetaier
appel pour la valeur donné€, ou non, grace a la valeur spécidleSiQx, = T, il suffit alors d’établir
AC surP|x—, de maniére classique. Sinon, on établit AC grace a un appel & FC et a laileghgation
dédiéel) x,. Si on détecte quen’est pas singleton arc-consistante, elle est supprimée et on chprése a
toutes les valeurs;, compatibles ave&,. Pour chacune de ces valeurs, on ajoXita Qy, (etY, aQ),
puisque la prochaine fois que I'on cherchera a établir AC lors du teshdiet®n deY;, la valeurX,
qui etait jusqu'ici présente aura disparu.Bi€ Qy,, cette modification sera prise en compte lors du
prochain test de singleton d¢.

Sia est bien SAC, on recherche les instanciations qui peuvent étre supprehén les place dans
un ensembler. QuandremoveTuples (algorithme 35) est appelée, chaque instanciation de longueur 2
{X.,Y,} est considérée tour a tour et est supprimée du CN (ligne 6). On ajouserabof) x, (etY; a
Q) : au prochain test de singleton #g, la valeurX, qui était présente jusqu’ici (sinon, I'instanciation
aurait déja été supprimée) aura disparu. Il n’est pas nécessgoatdiaX a )y, sile couple(X,,Y;) a
été placé dang lors de I'exécution deheckV alue (en enregistrant la taille initiale de I'ensemkiteet
en utilisant un compteur, on peut détecter ce cas de figure). En eff&ssie cas, cela signifie gug a
été supprimée pendant le dernier singleton test ge

Finalement, nous devons chercher toute val&ucompatible a la fois aveX, etY;. S'il n'y a pas
de valeurX,; compatible avec a la foig. etY;, cela signifie que l'instanciatiofZ., X, } est un nogood
et peut étre supprimée. De méme, s'il n'y a pas de valgurompatible a la fois aveZ, et X,, cela
signifie que l'instanciatiod Z., Y3 } peut étre supprimée.
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Chapitre 2. Inférence autour de la consistance d'arc

Proposition 10. Appliqué sur un graphe de contraintes complet, I'algorithme sDC-3 établit sSPC

Eléments de démonstratio@n utilise la propriété suivante : quail < AC(FC(P|x=a, X),Qx,)
est effectué a la ligne 3 de I'algorithme 34, on a nécessairefeat AC(P|x—q, Z). O

Proposition 11. La complexité temporelle dans le pire des cas de sDC-3 e3{etd?) et sa complexité
spatiale dans le pire des cas estEm?d?).

Démonstration.La complexité temporelle dans le pire des cas de sDC-3 peut étre calculée dgm
complexités temporelles dans le pire des cas cumuléebad&V alue et deremoveT uples.

Tout d’abord, il est facile de constater que, dans le pire des casmbread’appels aheckV alue
pour une valeutX, donnée est e®(nd). En effet, entre deux appels, au moins une instanciation
présente dans la relation associée a une contrainte implighggitque X, € I a été supprimée.

La complexité temporelle dans le pire des cas cumulée pour un appel a FQ kirgyteton test de
X, est alors erO(nd x nd) = O(n?d?) tandis que la complexité temporelle cumulée pour établir AC
lors du singleton test d&, est enO(ed?) € O(n?d?) grace a la propriété d’'incrémentalité d’AC-3.

Les lignes 8 a 11 ne peuvent étre exécutées qu’une fois Jiguat ne représentent qu’un colt en
O(nd). La complexité cumulée des lignes 13 a 15 pour une valguest enO(n2d?).

La complexité temporelle dans le pire des cas résultanteqd@akV alue pour une valeur est donc
enO(n%d?), et donc une complexité cumulée potieckV alue enO(n3d*) puisqu'ily aO(nd) valeurs.

D’autre part, le nombre cumulé de tours de la boucle principalegeveTuples est enO(n%d?),
puisque le nombre d’instanciations de longueur 2 dans le réseau demtestest erd) (n2d?) et puisque,

a chaque tour, au moins une instanciation est supprimée (voir ligne 6 deritialge 35). Comme la
complexité temporelle dans le pire des cas d'un tour de la boucle principalendeecTuples est en
O(nd?), on déduit que la complexité temporelle dans le pire des casideveTuples est enO(n3d?).
On déduit de ces résultats que la complexité temporelle dans le pire des &6-8eest erO(n3d?).

En termes d’espace, rappelons que la représentation d’'un CN se fa{én?). Les structures de
données introduite dans sDC-3 sont les ensentles qui sont er0(n?d), 'ensembleR enO(nd) et
I'ensembleR enO(n?d?). On obtient don® (n%d?). O

Remarquons que si on utilise un algorithme d’AC optimal comme AC-2001, la cait@piemporelle
dans le pire des cas de sDC-3 restadn3d*) mais la complexité spatiale dans le pire des cas devient
O(n3d?), puisque la structurkst de AC-2001, er® (nd), doit &tre gérée indépendamment pour chaque
valeur. On peut également essayer de la partager, mais, contrairefi@BSSIERE ETDEBRUYNE
2005], l'intérét est ici assez limité. D'autre part, on peut facilement ahdistiliser AC-3" (ou AC-
3it+rm) puisque la structurees de cet algorithme peut étre partagée simplement pour toutes les valeurs.

A propos des complexités

A étant bornée pad(n?d?), sDC-1 et sSDC-2 peuvent atteindtEn°d®). Cela peut sembler plutot
élevé (c’est la complexité de PC-1), mais nous pensons que les deuxhaigsr atteignent treés rapide-
ment le point fixe (en pratique, le nombre d’appels aux fonctidmskV ar-1 etcheckV ar-2 reste rela-
tivement faible), puisque toutes les inférences sur les valeurs et slatdnstanciations inconsistantes
peuvent étre immédiatement prises en compte. D’autre part, sDC-2 bépéffaetie de I'incrémentalité
d’AC-3, et reste donc trés proche de sDC-3 qui admet une bonndexitdgemporelle dans le pire des
cas erD(n3d*). D’autre part, la proposition suivante indique que le temps perdu a appliqutes trois
algorithmes proposés sur un réseau déja sPC est plutdt raisonnaimecdbans, les trois algorithmes ont
le méme comportement.
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Proposition 12. Appliqués a un réseau de contraintes sPC, la complexité temporelle dansdepaas
de sDC-1, sDC-2 et sDC-3 est €r{nd?).

Démonstration.Si le réseau est sPC, le nombre de tests de singleton sérgdh. Un test de singleton
étant erD(ed?) € O(n?d?) si on utilise un algorithme d’AC optimal, on obtie@{n3d?). O

Proposition 13. La complexité dans le meilleur des cas de sDC-1, sDC-2 et sDC-3 éxe?).

Démonstration.Le meilleur des cas survient quand toutes les contraintes sont univergsileffet, dans
ce cas, établir la consistance d’arc équivaut a un appel a FC, pilisgtfé de vérifier que chaque valeur
de chaque variable est compatible avec I'assignation actuelle. Un tesgtit@inest alors e®(nd), et
la complexité globale est en(n?d?). O

On peut considérer un autre cas intéressant : aprés avoir effectygremiére passe d’AC (équiva-
lente a FC), de nombreuses révisions peuvent étre évitées en exploianplasition 1 de [BUSSE
MART et al. 2004c, ]. En considérant un réseau sPC et en supposant que toutesi&sn®peuvent
étre évitées en utilisant cettndition de révisiofM EHTA ET VAN DONGEN 20058], la complexité
temporelle dans le pire des cas devi@ih?d? + n3d) puisque pour chaque test de singleton le nombre
de révisions venant aprés FC est@m?), chacune d’entre elles étant €x{1) puisqu’on évite les cal-
culs au cours de ces révisions. On peut comparer ce résultat auectdliptiase d'initialisation PC-8
et PC-2001, qui est d@(n3d?) dans le méme contexte. Cela signifie que I'on peut s’attendre ici a une
amélioration d’un facteu® (min(n,d)).

2.3.3 Expérimentations

Pour montrer l'intérét pratique des approches décrites dans cette sextimavons conduit des
expérimentations sur une machine virtuelle Sun Java 5 pour Linux, équipggéerbcesseur Intel i686
cadencé a 2,4 Ghz et de 1 024 Mio de RAM. Nous avons comparé les temipsdeidssaires pour
établir sPC (ou prouver I'inconsistance) sur un réseau donné avalgteghmes sDC-1, sDC-2, sDC-3,
sPC-8 et sPC-2001. L’algorithme de consistance d’arc sous-jatiksé pour sDC était AC-3! équipé
du mécanisme de condition de révisiordBsSEMARTet al. 2004c, MEHTA ET VAN DONGEN 20058,

]. Lors de chaque test, le graphe de contraintes est rendu compleajoat e contraintes universelles
avant I'application des algorithmes de filtrage.

Nous avons tout d’abord testé les diférents algorithmes sur des instéeagdires, et constaté les
résultats pour les classes de la for(Re50, d, 1225, t) avecd € {10, 50,90} ett compris entre),01 et
0,99. Nous avons également essayé les classes de la farde, d, 612, t), c’est a dire des instances
aléatoires impliquant 50% de contraintes universelles explicites et 50%ntaiotes de dureté

La figure 2.4 montre le temps CPU moyen nécessaire pour établir SPC sufféemntes classes
d’instances. La zone ombrée de chaque graphe indique les duretdegamelles plus de 50% des ins-
tances générées ont été prouvées inconsistances (nous rappearsug n'utilisons pas d'algorithme
de recherche lors de ces expérimentations). Tout d’abord, on gmarquer que quand la taille du do-
mained atteint 50 (respectivement 90), sPC-2001 (respectivement sD@rBettt & court de mémoire,
et n‘apparaissent donc pas sur les graphes. Ensuite, en conterttee attention sur les trois algo-
rithmes introduits dans cette section, on peut faire les observations t®sivgoour de faibles duretés,
sDC-1, sDC-2 et sDC-3 ont un comportement similaire, ce qui peut lgegy par le fait qu'aucune
propgataion n’a lieu. Pour des densités proches mais inférieuresib(ve@laussi figure 2.5), sDC-3 a
un meilleur comportement que sDC-1 et sDC-2 puisqu’il bénéficie de I'éafilan totale de I'incrémen-
talité d’AC-3. Au niveau et apreés le seuil, sDC-3 est trés pénalisé pegrsin trés fin, ce qui 'empéche
de prouver rapidement I'inconsistance. Ce phénomeéne est particuli@reisible sur le graphe 2.4(d).
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FIGURE 2.4 — Résultats moyens obtenus sur 100 instances aléatoires binairesds(2ld$), d, e, t).
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FIGURE 2.5 — Zoom sur le comportement moyen de sDC-1, sDC-2 et sDC-3 enudesdsseuil pour
100 instances aléatoires binaires de clagges0, 50, 1225, ¢).

D’autre part, le principal résultat de cette expérimentation est que s¥ge&ement plus efficace que
sDC-1, est bien plus rapide que sPC-8 et sPC-2001. Pour desdtaitiés, I'écart entre sDC-2 et
sPC-8 est particulierement significatif (jusqu'a deux ordres de magnjtaded = 90), ce qui est en
partie d aux révisions évitées comme décrit dans le paragraphe 2.3.2eBaluretés proches du seuil,
I'écart reste important (environ un ordre de magnitude piogr90). On peut méme observer que I'écart
progresse quand la densité diminue. Ce n’est pas particulieremergrsamppuisque. augmente avec
le nombre de contraintes universelles, et les algorithmes sPC classiquaietradirectement sur les
instanciations explicitement autorisées.

La table 2.11, représentant deux séries d’instances académiquisnedas résultats obtenus sur
les instances aléatoires. Sur ces instances structurées, sDC-2irst 2aviois plus efficace que sPC-8
sur les plus grandes, que des inférentes effectuées ou non. Lexéessties: dames sont déja sPC, ce
qui n’est pas le cas des instances Langford.

2.3.4 Enrésumé

Dans cette section, nous avons introduit trois algorithmes permettant d'éatdinsistance de che-
min forte. Nous avons montré que l'algorithme sDC-2 était un bon compromis Ealgorithme de
base sDC-1 et I'algorithme plus fin sDC-3. Bien que la complexité dans le @&reabs de sDC-2 puisse
sembler élevée, sa proximité avec sDC-3, qui admet une complexité predtaptimal, suggére son
efficacité pratique. En pratique, sur des instances aléatoires, sDGég&@ement plus lent que sDC-3
guand le nombre d’inférences est faible, mais bien plus rapide a la plaas#ion de la consistance
de chemin. Comparé aux algorithmes sPC-8 et sPC-2001, ce derniep@tatant optimal, sDC-2 est
généralement plus rapide d’'un ordre de magnitude sur des instancesde tnille.

Peut-étre peut-on s’interroger sur l'intérét des algorithmes de consgstizchemin quand le graphe
de contraintes n’est pas complet. En effet, quand un couple de vakudeastifié comme étant non
PC, il doit étre supprimé du réseau. Quand aucune contrainte liant lesagables impliquées n’existe
dans le réseau, il faut introduire une nouvelle contrainte (et donc maddifigaphe de contraintes). Pour
éviter cet inconvénient, il est possible d'établir les consistances de reaoigservative, c'est a dire sans
introduire de nouvelles contraintes. Cela introduit des consistances coRGEDEBRUYNE 1999] ou
CDC, qui sera étudié dans la section suivante (2.4).

On pourra également envisager une autre alternative a l'introductionuweltes contraintes : en-
registrer des nogoods dans une structure de données spécifRpieTETDECHTER 1994, SHIEX
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Tnstances SPC-8 | sPC-2001] sDC-1| sDC-2] sDC-3
R —T 5,06 537 | 222 | 228 2.60
9 mem 17 76 17 17 37
eons.so P4 | 50,90 — [ 460| 450 530
9 mem 30 29 22 | 149
] cpu | 557.90 — 2680 | 247 -
queens-80 97 44 44
] cpu | 1549,00 — 62,00 53 =
queens-100 197 73 73
N cpu | 45,45 66,66 | 491 | 444 57.80
langford-3-16 27 612 21 21 | 129
N cpu | 6348 — 606 607 76.79
langford-3-17 . 34 99 22 | 157
N cpu | 140,00 — 11,00 | 9,70 | 198,00
langford-3-20 © 43 2 2 | 250
5 cpu | 1247,00 — | 60,00 | 50,00 —
langford-3-30 mem 138 56 56

TABLE 2.11 — Résultats obtenus sur les instances académiquatames » et « Langford » : cpu en
secondes et mem(oire) en Mio.

ET VERFAILLIE 1993], d'autant que cette approche a été récemment réétudiée par la canténGSP
[KATSIRELOS ETBACCHUS 2005, BOUTALEB et al. 2006, RCHAUD et al. 2006, ]. En utilisant ces
techniques, la consistance duale pourrait méme étre appliquée a dex rgsedinaires.

2.4 Consistance duale conservative

La consistance de chemin, et plus généralement les consistances dae,retatioquelque peu né-
gligées par les développeurs de systémes de programmation par contizéntason principale est
gu’exploiter de telles consistances implique de modifier les relations assaciéesntraintes, et plus
ennuyeux, de modifier la structure du graphe de contraintes assoodseaur En effet, lorsque une
instanciation est identifiée comme étant chemin-inconsistante, elle doit étre élimiésehu. Lors-
gu'il n’existe pas de contrainte dans le réseau portant sur les deiablesr impliquées, une nouvelle
contrainte doit étre insérée (modifiant en conséquence le graphe ttaict@s). Par exemple, le CN
qui représente l'instancecen-11 du probléme d’allocation de fréquences radio (RLFAP pour Radio-
Frequency Assignment Problem) compoft® variables et 103 contraintes. Dans le pire des cas,
établir PC sur ce réseau entrainera la créatio6glg — 4 103 = 226 757 nouvelles contraintes, ce qui
peut réellement étre contre-productif aussi bien en temps (la complexigdgbeghmes de consistance
d’arc dépendent généralement du nombre de contraintes) qu’ereegflmplus, les heuristiques basées
sur le degré des variables déviennent inopérantes.

Cependant, il est possible d’éviter le défaut principal de PC en adaptarapprocheonservative
cela signifie simplement que nous pouvons limiter notre attention aux contraxig&mées lorsque des
instanciations inconsistantes sont recherchées. On obtient alors latancs de chemin conservative
(CPC pour Conservative Path ConsistencyfBRUYNE 1999]. De la méme maniére, nous définissons
la consistance duale conservative (CDC pour Conservative Duaistency). Nous montrons que PC
est plus forte (en terme de filtrage) que CDC, qui elle-méme est plus f@t€la : CDC peut filtrer plus
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T4 NV

a a
X\ by

FIGURE 2.6 — Un réseau (il n'y pas de contraintes relidhtivecZ etY avecT’) qui est CDC et sCDC
mais ni sPC, ni PC. Par exemplgX,, Z;) n'est pas PC.

d’instanciations inconsistantes que CPC. Nous proposons d'utiliserfiiddgee simple sDC-1 présenté
précédemment (section 2.3.2) pour établir la CDC (forte). Cet algorithmégessite aucune structure
de données spécifique (hormis celles de 'algorithme AC sous-jacent)stqeverger rapidement vers
un point fixe (unique).

Nous définissons la consistance duale conservative :

Définition 23 (Consistance Duale Conservativ&tant donné un CNP = (27, %),
— (X,Y) est dual-consistante conservatif (CDC) si et seulement sif&oitc ¢ | vars(C) =
{X,Y}, soit(X,Y) est DC
— P estCDC sietseulementg{X,Y) € 22| X #Y, (X,Y) est CDC.

De maniére classique, un réseau est dit fortement dual-consistaet\watif{sCDC) si et seulement
si il est a la fois dual-consistant conservatif et arc-consistant.

Les travaux présentés dans cette section ont été réalisés en coopavaticgBtéphane Cardon et
Christophe Lecoutre et ont fait I'objet a la fois d’un article ainsi quan@oster, tous deux présentés lors
de la 22 Conference on Atrtificial Intelligence (AAAI'2007) [ECOUuTREet al. 20074, ].

2.4.1 FEtude qualitative

Nous avons démontré dans la section 2.3.1Igae= PC (proposition 5). Nous allons ici étudier
les relations existantes entre la consistance duale conservative (C2Qoeisistance de chemin et sa
variante conservative.

Proposition 14. PC >~ CDC.
Démonstration.Clairement,DC = CDC, puisque CDC est une forme limitée de DC. Combié =

PC (proposition 5), nous obteno®dC = CDC. De plus, la figure 2.6 montre un réseau qui est CDC
mais pas PC. O

Proposition 15. CDC = CPC.
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FIGURE 2.7 — Un réseau (il n’y a pas de contraintes relidnavec” etY avec?’) qui est CPC et sCPC
mais ni sCDC, ni CDC. Par exempleX,, T,) n'est pas CDC puisqu&aC(Px_,) = L.

Démonstration.Par un raisonnement similaire a la premiére partie de la démonstration de laifioopo
5, nous pouvons montrer qUeEDC = CPC. De plus, la figure 2.7 montre un réseau qui est CPC mais
pas CDC. En effet, comme il n'y a pas de 3-clique, le réseau est obligagriteCPC. O

Avant d’entrer dans les détails des relations entre sPC, sCDC et s€R@rquons qu’'établir AC
(une seule fois) sur un réseau PC est suffisant pour obtenir uaur&é®C. Ce fait bien connu reste
vrai pour CDC. En effet, toute valeur arc-inconsistante est compléteswéé, comme montré dans la
proposition suivante.

Proposition 16. Soit un réseau de contraintés= (.2, %) qui est PC (resp. CDC). Une valeir, de
P n’est pas AC si et seulement®l” € 2 (resp. t.q3C € € | vars(C) = {X,Y}), Vb € dom(Y),
(Xa,Ys) n'est pas PC (resp. CDC).

Démonstration.Si une valeurX, n'est pas AC, alora\C(P|x—,) = L. Toutes les instanciations in-
cluant X, ne seront donc pas CD(X, sera donc totalement isolé&{ n'aura aucun support) apres
I'application de CDC suiP.

CommePC - CDC, cette propriété reste vraie pour PC. Ol

Corollaire 2. ACoPC =sPCetACoCDC =sCDC.

Fait intéressant, la proposition précédente n'est pas vérifiée pour ChSidérons I'exemple mis
en avant par la figure 2.8. Supposons giyeoit supprimée. Si nous filtrons par CPC, tous les multiplets
en pointillés sont supprimés. Ensuite, si nous filtrons par AC, la valguast supprimée. Nous pouvons
dés lors imaginer le méme motik( := X,Y’ := Y, 7’ := X, T := T") raccroché a notre figure par
X = Z'. Et ainsi de suite, pour n'importe quel entier nous pouvons construire un réseuel que
(AC o CPC)"*1(P) = sCPC(P) alors qug{AC o CPC)"(P) # sCPC(P).

Proposition 17. sPC = sCDC.

Démonstration.PC = CDC par la proposition 14. De plus, par monotonie, nous déduisons
ACoPC(P) < ACoCDC(P). Ainsi, par le corollaire 2, nous obtenosi3C > sCDC. Finalement, la
figure 2.6 montre un réseau qui est sCDC mais pas sPC. Ol
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FIGURE 2.8 — Motif montrant qué\C o CPC # sCPC. Il n'y a pas de contrainte reliadf a 7.

Proposition 18. sCDC > sCPC.

Démonstration.Considérons I'hypothés# (n) suivante :AC o CDC(P) < (ACoCPC)™(P). Pour
n = 1, elle estimmédiatement vérifiée puisquBC - CPC. Maintenant, supposori$(n) et montrons
queH (n + 1) reste vraie. Nous avons, par hypothés€,o CDC(P) < (AC o CPC)™(P). Donc, nous
obtenonLPC o ACo CDC(P) < CPCo(AC o CPC)™(P) par monotonie.

CommeAC o CDC(P) = sCDC(P) < CDC(P) < CPC(P), et comme CPC est inopérant sur un
réseau sCDC, on obtietPC o AC o CDC(P) = ACo CDC(P) < CPCo(ACo CPC)™(P).

Par monotonie, nous avons doA€ o AC o CDC(P) < ACo CPCo(ACo CPC)"™(P). Nous pou-
vons donc déduirdC o CDC < (AC o CPC)**1(P). CommesCPC(P) = (AC o CPC)"(P) pour un
guelconque entiet fini, nous avons montré qu&DC > sCPC.

Finalement, la figure 2.7 montre un réseau qui est sSCPC mais pas sCDC. O

Nous avons également cherché a comparer CDC avec PPC (voir se@i@n Nous obtenons le
résultat intéressant suivant :

Proposition 19. CDC = PPC

Démonstration.Si une instanciatioq X,, Y3} est CDC, alors elle est AC et si on effectue le test de
singletonX = a, la valeurY; dispose encore d’'un support dans chacune des variables voiginés d
Chacun de ces supports dispose lui-méme d’un support dans chacaae propres variables voisines.
Et ainsi de suite, jusqu’a arriver a la variabte ou X, est le support unique de toutes les valeurs de
toutes les variables voisines puisgiiea été réduit a un singleton. On peut ainsi prouver gque tous les
chemins allant d&}, & X, sont PC, et vice versa. Linstanciatigtk,, Y3 } est donc PC. Si un C¥ est
CDC, alors tous les couples de valeurs sont P@st donc PPC.

Finalement, la figure 2.9 montre un CN triangulé CPC (et donc PPC) quipessEDC : I'instan-
ciation { Xy, Y1} est CPC puisqu&y, T (etT») et Vj sont compatibles a la fois avek, et Y; (les
triangles correspondants sont mis en gras sur la figure de gauche)e$autres couples de valeurs sont
évidemment CPC. Cependant, si on effectue le test de singleterd, on supprimeX; et donc par pro-
pagation toutes les valeurs représentées par des cercles ainsi gles toagples marqués en pointillés
sur la figure de droite. En particulier, la valéidrest supprimée{ Xy, Y7 } n'estdonc pas CDC. [

La proposition suivante est triviale puisque toute valeur non SAC eptisuge par un algorithme de
filtrage sCDC.
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FIGURE 2.9 — Un CN triangulé CPC (et donc PPC) mais pas CDC : le cqupleY:) n'est pas CDC.

Proposition 20. sCDC = SAC.

2.4.2 Etablir la consistance duale conservative forte

Pour établir la consistance duale conservative forte, il nous suffiptitpuer I'algorithme sDC-1

(algorithme 29 page 66). En effet, si on regarde attentivement les ligete @e la fonctiorheckV ar-

1 (algorithme 30), on constate que cette fonction fait le tour des contraixistarges et ne supprime
les instanciations dual-inconsistantes que dans ces contraintes. Lesd@apEmporelle et spatiale
sont également identiques a celles de sDC-1 (respectiveientd?) et O(ed?)). Le facteure est ici
évidemment prépondérant, pusique le nombre de contraintes n’estp@mént égal &2. Comme) est
borné parO(ed?), la complexité temporelle reste bornée pHe?nd®). Dans le cas conservatif, SDC-1
atteint également rapidement un point fixe, et le temps perdu a appliquet sbiQun réseau déja sCDC
est tout a fait limité.

Corollaire 3. Appliqué & un réseau sCDC, la complexité temporelle dans le pire des caLelt sf
O(end®).

Il est également intéressant de comparer sDC-1 sur un réseaumgietavec les algorithmes éta-
blissant sCPC. Nous donnons quelques précisions sur les algorithP€s&€t sCPC-2001 qui peuvent
étre dérivés directement de PC-8{KEISs ETJEGOU 1998] et PC-2001 [BsSIEREet al.2005, ]. Tout
d’abord, la complexité spatiale dans le pire des cas de ces deux algoritehmespectivemen® (ed?)
etO((e + K)d?). La phase d'initialisation (nous ne discuterons pas de la phase de ptigpagle ces
deux algorithmes est la méme : pour chaque 3-clique du graphe de costriiiategt verifier que chaque
instanciation de longueur 2 autorisée par une relation (associée a urarten de cette clique est PC.
Ceci est fait erO(Kd?). A partir de ces observations, il apparait que, moins dense est leiyéseias
important est le nombre de 3-cliques, et plus faible est I'espace et le teauis par ces algorithmes.
D’un autre coté, si on considére des réseaux denrstn@ant verss?), on peut ajuster la complexité
temporelle dans le pire des cas de la phase d'initialisat@&d?). Ceci constitue la méme complexité
temporelle dans le pire des cas qu’une seule passe (appelgrl ar-1 pour toutes les variables une
seule fois) de sDC-1. Pour les réseaux peu denses, sDC-1 deveaitodic plus lent que sCPC-8 et
sCPC-2001, pour les réseaux denses (ou hautement structuréspamsons vraiment que sDC-1, grace
a sa capacité d’'effectuer des inférences rapidement, devrait étnaplds.
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| AC-3"™ | SAC-SDS|| sCPC-8| sCPC-2001]]  sDC-1]
Langford (4 instances)

cpu 0,22 0,46 4,02 4,94 0,52
A 105 854 105 769 75727 75 727 75727

blackhole-4-13 (7 instances)K(= 92 769 ; D = 20%)

cpu 1,26 19,39 140,54 — 46,91

A | 8206320 | 8206320 || 8206 320 8206 320 | 7 702 906
(40 180 84 0,9) (20 instances) K=12; D = 10%)
cpu 0,71 10,57 2,28 2,02 17,42

A 272 253 244 887 244 272 244 272 210874
(40 8 753 0,1) (20 instances) K = 8 860; D = 96%)

cpu 0,16 0,21 0,62 0,69 0,20
A 43 320 43 320 43 318 43 318 43 318

job-shop enddrl (10 instances) (= 600 ; D = 21%)

cpu 1,58 4,06 7,91 10,54 4,67

A 2937697 | 2937697 | | 2937697 | 2937697 | 2930 391
RLFAP scens (11 instances)
cpu 0,86 — 25,96 — 3,47

A | 1674286 — 1471132 1471132 | 1469 286

TABLE 2.12 — Résultats expérimentawp{ en secondes)

L'algorithme que nous proposons est aussi en rapport avec lestlalges SAC-OPT et SAC-SDS
[BESSIERE ETDEBRUYNE 2005] proposés pour établir la singleton consistance d’arc. SAC-QREta
une complexité temporelle dans le pire des ca®émd?®) mais une complexité spatiale élevée dans le
pire des cas e@(end?). SAC-SDS relache I'optimalité temporelle pour sauver de I'espace mémoire : sa
complexité temporelle dans le pire des cas esDémd*) et sa complexité spatiale dans le pire des cas
est enO(n?d?). sDC-1 posséde I'avantage de réduire plus efficacement I'espaeelierche, puisque
sCDC = SAC, tout en limitant la complexité spatiale dans le pire des caaa?).

2.4.3 Expérimentations

De facon a montrer l'intérét pratique de I'approche décrite dans cerpapoies avons mené une
expérimentation intensive sur une machine virtuelle Sun Java 5 pour Linigé&gd'un processeur
Intel i686 2,4GHz avec 1 024 Mio de RAM. Nous avons comparé le temps CRLhateau de filtrage
(la valeur\ obtenue apres avoir appliqué I'algorithme) de différents algorithmes agglisjmplement
(i.e. sans recherche). Ces algorithmes sont une version optimisée @& MO3COUTRE ETHEMERY
2007], SAC-SDS, sCPC-8, sCPC-2001 et sDC-1. Plus précisénmrs,avons utiliséAC o CPC-8 et
ACo CPC-2001 comme approximation pour établir sCPC car nous avons oligémwe seule passe
était suffisant le plus souvent pour atteindre sCPC.

Nous avons tout d'abord testé les différents algorithmes sur différegtéess de problémes f-
COUTRE 2006]. Les contraintes définies en intention (i.e. par un prédicat) poiaines instances ont
été converties en extension (ceci n'eut d'impact significatif sur le tempgjup pour les grosses ins-
tances des sériggipp). Comme attendu (voir table 2.12), sCDC-1 filtre plus que les autres algorithmes
plus petite est la valeur dg plus réduit est I'espace de recherche. Hormis la g@ri¢0; 180; 84;0,9),
sDC-1 est entre 2 et 8 fois plus rapide que sCPC-8 et sCPC-2001utks sDC-1 est presque aussi
rapide que SAC-SDS qui, de son c6té, nécessite trop de mémoire suregdéaiies (symbolisé par
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—). Les instances aléatoires binaires de la cla8s#); 180; 84; 0,9) ne comportent en moyenne que 12
3-cliques, ce qui explique pourquoi il est économique d’'établir sCPC.

La table 2.13 fournit d’autres résultats représentatifs, instance pandestane nouvelle fois, il ap-
parait que, hormis l'instancfapp-01-200-4, sDC-1 surclasse largement les algorithmes qui établissent
SCPC. Il y a une différence par un ordre de magnitude sur l'instangetack-40 et par presque deux
ordres de magnitude sur l'instankeights-50-5. La performance relativement mauvaise de sDC-1, en
terme de temps cpu, sur l'instang¢epp-01-200-4 peut une nouvelle fois étre expliquée par la densité
trés faible O est seulement @5%) et le petit nombre de 3-cliques. Cependant, I'amélioration en terme
de filtrage est tout & fait significative. De plus, SCDC-1 est bien moinsaomatrice de mémoire que
SAC-SDS et les algorithmes PC. La différence existante avec’AQpBovient du fait qu’un plus grand
nombre de relations peut étre partagé entre contraintes lorsque les setaisont pas modifiées.

Pour finir, nous avons comparé la performance de l'algorithme généstatiele-I'art MAC avec et
sans sCDC établi en pré-traitement sur des instances difficiles RLFARo(Ri@ak Frequency Assign-
ment Problem). Méme si des techniques (redémarrages, enregistreammygabds, etc.) permettent de
résoudre plus efficacement ces instances, nous ne les employonsdemaniére a observer I'impact
réel (sur la recherche) de sCDC établi en pré-traitement. La table 2.1enture pour les instances les
plus difficiles, sCDC en pré-traitement est payant : MAC seul est emvid&; plus lent que sCDC +
MAC, et visite presque 2 fois plus de noeuds.

2.4.4 Enrésumé

Les prouveurs proposés pour la satisfaction de contraintes sorragmént construits sur la base
d’'un algorithme de recherche systématique ou locale. Effectuer desrioés, autant que possible, lors
d'une phase de pré-traitement peut grandement améliorer leursmarfoes. Par exemple, établir la
singleton consistance d’arc sur des réseaux fortement structutésaarer payant. Malheureusement,
les algorithmes qui établissent SAC ne sont pas capables de prendoenpteaune grande part de
I'information qui est disponible lorsqu’ils sont exécutés. En effet, & ualeurY; est éliminée aprés
avoir effectué I'assignatioX < a et établi AC, nous sommes certains giie= a etY = b ne sont pas
compatibles.

Dans cette section, nous avons proposé de prendre en compte desdeféde ce type de maniere
conservative, i.e. sans ajouter aucune nouvelle contrainte. Nous iswduit une nouvelle consistance
appelée consistance duale (DC) et nous sommes focalisés sur sa veoiasgevative CDC. Il a été
montré en particulier que CDC est une consistance de relation qui estoplesjfie PC conservative
(CPC), et qu’établir la CDC forte (i.e. établir a la fois CDC et AC) peut &adisé de maniére tout a
fait simple et naturelle. Les résultats expérimentaux que nous avons sistenun vaste échantillon de
problémes montrent clairement I'intérét pratique de CPC sur les résedontaldensité.

2.5 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons avant tout cherché a développer theslased’inférence génériques,
capables d’améliorer les performances des algorithmes dédiés a la résdlutiovaste ensemble de
probléemes modélisés sous forme de CSP. Nous avons cherché a cerstruméthodes d’inférence
autour des algorithmes de consistance d’arc les plus performants, arteulger les algorithmes a
« gros grain » basés sur GAC-3. GAC 3est I'algorithme que nous considérions comme le plus rapide
en pratique sur un grand nombre de problémes pour établir la consistancgéhéralisée au sein d'un
algorithme de recherche de type MGAC ou un algorithme d’inférence deSy@e Pour le cas binaire,
en exploitant les opérations bit-a-bit, nous sommes parvenus a améliorerfi@sances de AC3'.
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AC-37" | SAC-SDS[|  sCPC-8] sCPC-200]  sDC-1]
driverlogw-09 (K = 233 834; D = 8%)
cpu 1,60 48,42 33,34 36,52 10,83
mem 14 87 59 155 23
A 369 736 147 115 306 573 306 573 18 958
haystack-40 K = 395 200; D = 2%)
cpu 9,64 — 580,48 — 55,91
mem 19 — 209 - 107
A | 48670518 — 48 670 518 — | 48670518
knights-50-5 K = 10; D = 100%)
cpu 12,38 34,43 1 759,00 - 21,49
mem 5 163 29 — 19
A | 31331580 0 0 — 0
pigeons-50 K = 19600; D = 100%)
cpu 1,38 2,85 33,82 44,52 2,7
mem 2 12 9 636 5
A 2 881 200 | 2 881 200 2 881 200 2 881 200 2 881 200
cp-25-264-0 K = 43,670; D = 5%)
cpu 2,28 6,08 8,15 10,49 2,08
mem 8 210 29 215 21
A 77,234 77,234 76,937 76,937 76,937
qwh-25-235-0 & = 35 700, D = 4,5%)
cpu 1,87 5,62 7,09 9,05 2,56
mem 7 183 26 173 19
A 56 721 56 721 56 380 56 380 56 380
fapp01-200-4 K =247; D = 0,5%)
cpu 10,73 - 16,05 18,63 104,05
mem 15 — 22 254 17
Al 3612163 - 3317135 3317135 | 2117575
scen-11 K =13775; D =1,7%)
cpu 2,87 - 85,82 78,49 9,78
mem ) — 22 426 16
A 5434 107 — 4 829 442 4829442 | 4828650

TABLE 2.13 — Résultats expérimentauxdm en Mio)
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Instance MAC sDC-1 + MAC
i cpu 8 14
scenl1-18 nodes 14K 5K
i cpu 259 225
scenll-fS| | des | 1327k 680K
i cpu 2 338 1725
scenll-f3 | ges | 12 000k 5 863K
i cpu 7521 5872
scenll-f2)  des | 37 000K 21 000K
i cpu 17 409 13136
scenll-fl  des | 93000k 55 000K

TABLE 2.14 — Impact de sCDC en pré-traitement de MAC

3> SAC e 3B ey 2B + 2B

sic =3 sCPC

FIGURE 2.10 — Récapitulatif des consistances étudiées

SPC = sDC == sSCDC

Nous avons alors développé des algorithmes adaptés de AC, Max-RFACdimités aux bornes des
domaines des CSP discrets, puis décrit des formes d'inférence pkssiugis toujours construites autour
de la consistance d’arc : la consistance duale et la consistance duséevaiive.

Nous avons a chaque fois étudié d’'un point de vue théorique les commaotie attendus de chaque
algorithme, et toujours cherché a établir une comparaison exhaustivedeslles techniques avec les
méthodes considérés comme les plus efficaces par I'état de I'art de la it tadigure 2.10 récapitule
les plus importantes des consistances abordées dans ce chapitre chiaesfleignifie « est strictement
plus forte que ». L'absence de fléche signifie que les consistandaacmmparables (deux consistances
¢ et 1 sont incomparables s'il existe un Cconsistant mais pag-consistant et un autre CiN-
consistant mais pag-consistant).

Si la 2B consistance et ses développements semblent surtout efficacestaines catégories de
problémes (impliguant des domaines de grande taille ou mettant en ceuvrettagites d'inégalité, la
consistance duale et la consistance duale conservative se sons Evglétique plus efficaces que les
algorithmes de chemin consistance existants dans la plupart des casratgpodinalement se révéler
une excellente alternative a la singleton consistance d'arc classique.
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Chapitre 3

Heuristiques de recherche

Pour trouver la solution a un probléenféP-complet, les méthodes polynomiales d’'inférence ne
suffisent généralement pas (et, a moins fue- N P, il est peu problable que 'on puisse résoudre un
CSP uniguement par inférence). On doit donc combiner les méthodeérdtlice a des algorithmes de
recherche exponentiels (ou incomplets) afin de trouver une solution &BroCG de prouver qu’aucune
solution n’existe.

L'algorithme le plus couramment utilisé pour résoudre les CSP reste I'algoritbmplet M(G)AC,
présenté dans la section 1.3.1 de ce document. La quasi-totalité des psoprésentés aux deux pre-
miéres éditions de la compétition internationale de prouveurs de CSP (a kiexcee certaines versions
de CSP4J, présenté dans le chapitre 4 de ce document, et d’'un prbaséisur EFC) étaient des prou-
veurs basés sur M(G)AC. Pour limiter I'explosion combinatoire inhérentet algorithme, outre les
méthodes d’inférence, des heuristiques de branchement ainsi queétiesdes d’analyse des conflits
ont été développées.

On sait depuis longtemps que I'ordre dans lequel les hypothéses (sindéy sont effectuées ont
un fort impact sur la taille de I'arbre de recherche. A chaque noeudrtbed’de recherche, il faut choisir
guellevaleur affecter a unevariable Jusqu’ici, ces décisions ont été effectuées en choisissant dans un
premier temps la variable (sélection verticale), puis la valeur a affecterudasscond temps (sélec-
tion horizontale). La premiere étape de sélection a fait 'objet de nombrauaux et de nombreuses
heuristiques de choix de variable ont été proposées (cf section 1. B&)ristiquedom /wdeg est pour
I'instant considérée comme I'heuristique générique la plus robuste. Gapere choix des valeurs (la
deuxiéme étape de la décision) a été longtemps considéré comme marginaindpastisur la taille de
I'arbre de recherche. Dans la premiére partie de ce chapitre, nquesanes de nouvelles heuristiques ba-
sées sur le choix des valeurs. Ces heuristiques seront déduitesudeduees de branchement utilisées
pour résoudre le probléme SAT, via I'utilisation des codages existantotiepre CSP vers SAT.

Outre les heuristiques, ont peut également améliorer la performanceadeeprs en améliorant la
flexibilité de la recherche. Le principal défaut de I'algorithme MGAC, tigse si un mauvais choix
est fait au début de la recherche, cela peut nécessiter de pamwowspace trés important de I'espace
de recherche avant de pouvoir revenir sur cette erreur. Méme leistigpies les plus évoluées seront
toujours susceptibles de faire ce type d’erreurs. Des mécanismedearedge ont déja été développés
pour limiter ce défaut de MGAC, mais on constate aussi que les algorithmesttEreche locale ne sont
pas affectés par ce défaut. Par contre, le fait que les algorithmeshizaiee locale soient généralement
incomplets et ne pouvant que difficilement bénéficier des mécanismesdiin&ne joue généralement
pas en leur faveur. L'idée d’exploiter la dualité des deux stratégiestiemehe a germé depuis longtemps
et le développement d’algorithmes hybrides reste un défi lancé a la comraulegis plusieurs années
[SELMAN etal.1997, ]. Dans la deuxiéme section de ce chapitre, nous présentons an diasnéliorer
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les performances de MGAC couplélam /wdeg en utilisant un algorithme de recherche locale basé sur
la méthode Breakout. En alternant I'exécution des deux algorithmes, mopsspns d’échanger des
informations dans un sens et dans l'autre afin de rendre la rechenglus kefficace possible.

3.1 Déduire de nouvelles heuristiques a partir des codages vers SAT

Il existe plusieurs facteurs expliquant le peu d'intérét qui a été port@awristiques de choix de va-
leurs. Tout d’abord, choisir une valeur pertinente a chaque pointadebement de I'algorithme MGAC
nécessite souvent bien plus de calculs que choisir une variable, erulbartst I'on cherche a effec-
tuer cette sélection de maniére dynamique. D’autre part, sur des instasagsfi@bles ou quand on
cherche toutes les solutions, il faut obligatoirement supprimer toutes lagryval&u moins une va-
riable, et I'ordre dans lequel les valeurs sont éliminées importe dondueme I'ont montré [SITH
ET STURDY 2005], cet argument ne tient en fait que quand la recherche es basén algorithme a
branchemeni-aire mais pas sur un algorithmebdanchement binairécf section 1.3.1).

On considére traditionnellement deux principes pendant la recherdiagae étape, on sélectionne
la variable la plus contrainte, puis on sélectionne la valeur la moins contraarteXpmple en utilisant
I'heuristiquemin-con flicts [FROST ETDECHTER 1995]). Ces principes correspondent a deux straté-
gies nomméegail- first (échec précoce) etromise, et on cherchera toujours a faire correspondre une
heuristique & I'une ou l'autre des stratégieg{i et al. 2004, WALLACE 2005, ].

[NEVEU ET PRCOVIC 2002] ont proposé une heuristique de choix de valeurs dynamique basé
une méthode d’'apprentissage par I'échec (on explore quelquesides-en cherchant a apprendre des
informations statistiques des échecs rencontrés). Bien que ces tragatigansidéré un branchement
d-aire en se focalisant sur la recherche de solutions, ils semblent indjglieest possible de définir
des heuristiques de choix de valeurs capables de réduire significativiéeffert de recherche. [8ITH
ET STURDY 2005] indiquent que c’est particulierement vrai pour certains typeodgaintes, avec un
branchement binaire. Nous avons cherché a développer de nolhaligstiques (en supposant bien sar
un algorithme de recherche a branchement binaire). En particulier,avons fait la correspondance
entre le branchement binaire pour MAC et le branchement utilisé dansdegegurs basés sur la pro-
cédure DPLL pour résoudre le probléme SAT, et avons cherché umiiga les heuristiques SAT et
les heuristiques pour CSP. En effet, en considérant un codage aqgetcd’'un CSP en probleme SAT,
sélectionner un couple composé d’'une variable et d’'une valeur porrds sélectionner un littéral dans
SAT.

Dans cette section, nous montrons une correspondance directewentren flicts (respectivement
max-con flicts) et le nombre maximal d’occurrences de littéraux dans la formule SAT obtemuiti-
lisant le codage par supports (respectivement le codage direct) idstaece de CSP. Nous proposons
également de nouvelles heuristiques de choix de valeurs dérivéesdeadtique classique pour SAT
Jeroslow-WangJW) [JEROsLOW ETWANG 1990]. Les heuristiques obtenues exploitent la bidirection-
nalité des contraintes pour donner une meilleure approximation de la réddetaiwmaine qui découle
de l'assignation d’'une valeur a une variable, mais aussi quand une eseaupprimée du domaine
d’'une variable donnée. L'exemple suivant illustre cette particularité :

Exemple 1. Soit C' la contrainte binaire décrite par la figure 3.1. Notons que toute valeur duid@ema
de X apparait dans deux multiplets autorisés et est en conflit avec deuxsvaliewtomaine dé& .
Une heuristique de choix de valeurs classique comme-con flicts ne peut distinguer les différentes
valeurs deX puisque toutes les valeurs deont le méme nombre de supports dans

Il n'est pas toujours suffisant de considérer uniquement le nombeertfits (ou de supports) pour
choisir la valeur la plus (ou la moins) prometteuse. En effet, en considémariiranchement binaire, si
on affecte la valeus a X (premiere branche de I'arbre de recherche), deux valeurs spptisiges de
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FIGURE 3.1 — Une contraint€’ entreX etY.

dom(Y"). Si on supprime maintenant la valeudedom(X) (seconde branche de I'arbre de recherche),
deux valeurs sont également suppriméeslae(Y’). D’autre part, si on affecte la valedrou ¢ a X,
deux valeurs sont suppriméesdien(Y'), et quand ou ¢ sont supprimés déom (X ), aucune valeur ne
peut étre supprimée dm(Y). La valeura est donc en fait plus contrainte qeu c. Cette illustration
montre qu’il peut étre important de considérer I'impact sur les deux benquand une heuristique
évalue les valeurs a sélectionner.

L'estimation du nombre de valeurs supprimées quand une valeur du domaireevdriable don-
née est retirée (correspondant a la réfutation de I'hypothése eféestur un nceud courant de I'arbre de
recherche) n'a encore jamais été considérée lors de la conceptiamigtitgies de choix de valeurs gé-
nériques, a I'exception de travaux récents et indépendantaSNEK ET O'SULIVAN 2006]. D'autre
part, notre approche peut étre utilisée pour obtenir de maniére plusatgnie heuristique de choix de
valeurs convenable pour n'importe quel type de contrainte.

Les travaux présentés dans ce chapitre ont été réalisés en coopavatioBhristophe Lecoutre et
Lakhdar Sais et ont fait I'objet d’un article publié dans le Volume 1 de J@Alirnal on Satisfiability,
Boolean Modeling and Computation), édition spéciale sur I'intégration SAT/L&ROUTRE et al.
2007, ].

3.1.1 Heuristiques pour MGAC

Nous nous référons ici a I'algorithme MGAC a branchement binaire dgaritalgorithme 10 page
32 et nous nous focalisons sur le choix de I'hypothése de brancheffiectuée a la ligne 3 de I'algo-
rithme. Au lieu de sélectionner directement un couple la plupart des prouveurs de CSP sélectionnent
d’abord une variable, puis une valeur du domaine de cette variable. ErnitiGistte technique, on a
O(n + d) éléments a considérer au total, alors que le choix global d’un couple f\&ridaleur) né-
cessiterait de considéré}(nd) éléments. En général, les prouveurs de CSP utilisent une heuristique
de choix de variables orientégail- first commedom, brelaz ou dom/wdeg. Le choix de la valeur
est considéré comme étant moins important, et on se contente généralemnenrtdié lexicographique
(lexico). Notons que quand les valeurs des domaines sont mélangées, comngénéalement le cas
lors des compétitions de prouveurs (mais pas dans l'utilisation réelle deseprs les sélections lexi-
cographique et aléatoiredndom) des valeurs sont équivalentes. Les heuristiques de choix de valeurs
plus évoluées exploitent I'ensemble connu de multiplets autoridéS’) associé a chaque contrainte
C. Lheuristique de ce type la plus courante est nommeée-con flicts (OU max-supports) et sélec-
tionne la valeur présentant le moins de conflits (multiplets interdits), ou le plusp®gs (multiplets
autorisés), ce qui est équivalentyHUBEI ET O’SULLIVAN 2005, GEELEN 1992, RROST ETDECH-
TER 1995].min-con flicts (respectivementiaz-con flicts) suit la stratégi@romise (respectivement
fail-first).
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Un avantage apparent des heuristiqu@sdom ou lexico reste le choix de la valeur én(1), 1a ou
les autres heuristiques sont généralemenéfy), n indiquant la complexité pour évaluer une valeur
par I'heuristique § = d*~! pour min-conflicts, par exemple). Cependant, il est possible de limiter
cet inconvénient lié aux heuristiques évoluées en se limitant a une variatiteis des heuristiques.
L'ordre des valeurs est calculé pour chaque domaine lors d'une meaprétraitement, avant le début
de la recherche. En réordonnant les valeurs dans les domainesjtattpendre la complexité ef(1)
pour choisir la valeur [MHTA ET VAN DONGEN 20054]. A compter de ce point, nous considérerons
uniquement les variantes statiques des heuristiques de choix de valeurs.

3.1.2 Appliguer les heuristiques SAT aux CSP

La section 1.1.3 rappelle les deux principales conversions existantesRIe#eCS SAT qui seront
considérées dans cette section : le codage direct et le codage destsupinsi que la formulation
générale de I'heuristique Jeroslow Wang « a deux faces » pour le litélala CNFX : H, (X, z) =
Yoweew(le]) + > . w(|c]), avece € X. Cest cette formulation qui sera utilisée dans la suite de cette
section. On noter&” (P) la formule CNF obtenue par le codage direct du £t >%(P) la formule
CNF obtenue par le codage par support$d&n utilisant I'un et I'autre de ces codages, nous présentons
maintenant les heuristiques de choix de valeurs obtenues a partir de Liasiamdes heuristiques SAT
HY.

Appliquer H? par le Codage Direct

Montrons tout d’abord que I'heuristique de branchement SAT sur lag®direct d’'un CSP corres-
pond aux heuristiques de choix de valeurs pour G&R-con flicts oumin-con flicts.

Définition 24. SoitP = (27,4)unCN,X € 2 eta € dom(X). Le score, notd-H,,(P, X,), deX,
dansP est défini comme suit :
D-H,,(P, X,) = W[dom(X)] + w(2) x > ICFI(C, X,)|
Ce% | Xevars(C)
tel que
Widom(X)] = w(|dom(X)|) + w(2) x (Jdom(X)| —1)
(On rappelle qu€ fI(C, X,) représente I'ensemble des conflitsXlg dans la contraint€’)

Proposition 21. Soit P = (2°,%4) unCN, X € 2 eta € dom(X)
OnaD-H, (P, X,) = Hy[2P(P), z,]

Démonstration.Chaque littéral positifc, apparait exactement une fois dans les claasesoins une
La taille de la clause contenart correspond a la taille du domaine de la varialileLe littéral négatif
-z, apparait dang|dom(X)| — 1) au plus uneclauses binaires. Le terni& [dom(X)] correspond &
ces clauses. D’autre party, apparait dans chaque clause binawaflit correspondant aux multiplets
incompatibles ol appara¥, dans les contraintes impliquat. Ol

Si I'heuristique de choix de valeu3-H est appliquée uniqguement sur les valeurs d’'une variable
donnéeX (sélection horizontale), alors toutes les valeurs apparaissent exattem@me nombre de
fois dans les clausesu moins unest au plus uneW[dom(X)] devient alors inutile, et en supprimant
également le terme constan{2) on obtient :

D-Hy,(P,Xs)= > [C[I(C, Xa)|

Ce% | Xevars(C)

Seul le nombre de conflits apparait encore dans la formule. Dans c®€d§, avec® = max

(respectivemen® = min) définit le méme ordre queax-con flicts (respectivementiin-con flicts).
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Appliquer HZ par le Codage des Supports

Pour le codage des supports, la longueur des clauses dépend diererdupports d’'une valeur
dans une contrainte donnée. En considéf&fitsur =5 (P), on dérive de nouvelles heuristiques de choix
de valeurs intéressantes :

Définition 25. SoitP = (2,%) unCN, X € 2 eta € dom(X). Le score, not&-H,, (P, X,) de X,
dansP est défini comme suit :

S-Hy (P, Xa) = W[dom(X)] + > [Wi(C, Xa) + W1(C, Xa)]

Ce¥ | Xevars(C)
avec

Widom(X)] = w(|dom(X)|) + w(2) x (Jdom(X)| — 1)
(C, Xa) = w(l +|SpI(C, X,)])
(C, Xa)

> w4 [SpI(C,Yy)))
Yb eSpV(Cval)

) a

X
X

I3

b a

(On rappelle queSpI (C, X,) représente I'ensemble des supportsXedans la contraint€)

Proposition 22. Soit P = (Z7,4) unCN, X € 2 eta € dom(X).Ona:
S'Hw(Pa Xa) = Hw(ES(P)7$a)

Démonstration.Comme pour le codage direct, le premier fact8ifdom(X )] correspond aux clauses
au moins uneet au plus uneD’autre part, pour chague contrain@gimpliquant la variableX, chaque
littéral =, correspondant a la valelf, apparait dans les clausasgpport:
— une seule fois négativement. La taille de la clause est 1 (le littéral négadifplus le nombre de
supports de dans la contraint€’. Ceci correspond au terni& (C, X,).
— positivement dans toutes les clauses support correspondantlaursyg € SpV (C,Y;). Ces
clauses sont de la formey, V x,, - -- V z,,, avecvars(C) = {X, Y}, etY; étant un support de
v, ... ,0;. La taille de ces clauses est 1 (I'occurrence du littéral négaijj plus le nombre de
supports d&;, dansC. Ceci correspond au termi&; (C, X,).
O

SiI'on se limite au choix des valeurs dans une seule variable dofirigkm (X )] est constant pour
toutes les valeurs et peut étre ignoré.

En fonction de la fonction de pondératianet de I'opérateurs, on peut maintenant concevoir a
partir deS-H différentes nouvelles heuristiques de choix de valeurs qui exploiteiditttionnalité
des contraintes (prend en comptedesixbranches de I'algorithme de recherche a branchement binaire).

Instanciation 1 (S-HZ,. = S-Hf(a)zl). L'heuristique de choix de valeurs suivante est obtenue en
utilisantw(«) = 1 comme fonction de pondération :

S-Hoce(P, Xa) = |dom(X)[ + |[I(X)[ + > [SpI(C, Xa)|
Ce¥ | X€evars(C)

Nous obtenons ici une heuristique de choix de valeurs correspoadaeuristigue SAT basée sur
le nombre d’occurrences des littéraux dans(P). Quand le choix est limité aux valeurs d’une va-
riable donnée, I'ordre dans lequel les valeurs seront sélectiondpend uniquement du nombre de
supports [dom(X)| et |I'(X )| sont constants), qui est inversement proportionnel au nombre fléscon
S-H™n (respectivemenss-H™4) définit donc le méme ordre queaz-conflicts (respectivement
min-con flicts).
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Instanciation 2 (S—Hﬁu = §-H% ) ,—o)- L'heuristique de choix de valeurs suivante est obtenue en

w(a)=
utilisantw(«) = 27 comme fonction de pondération :
S-Hjoy (P, X,) = Wjy[dom(X)] + % X Z (27|SPI(C,X0,)| + Wjw(C, Xa))
Ce% | Xevars(C)
avec

Wiwldom(X)] = 2719 4§ < (|dom(X)] ~1)
WTjw(Ca Xa) = Z 2—|SpI(C,Yb)|
Y,€SpV (C,Xa)

Instanciation 3 (S-H® = S—Hff(a):a). On obtient I'heuristique de choix de valeurs suivante en utili-

mu

santw(a) = o comme fonction de pondération :

S-Hiny(P, X4) = 3 |dom(X)|—2+|D(X)|+ > ISPI(C, Xo)|+Wino(C, Xa)
Ce% | Xevars(C)

avec

Win(C, Xa) = [SpI(CXo) |+ > |SpI(C,Y)]
YbESpV(C,Xa)

De nouvelles heuristiques de choix de valeurs pour les CSP

Les seconde et troisiéme instanciations définissent de nouvelles heessieahoix de valeurs pour
la résolution de CSP. En limitant I'évaluation aux valeurs d’une variable &mron obtient les simples
heuristiques de choix de valeurs suivantgs, (respectivement/;,,,,)) correspondant respectivement aux
instanciations 2 et 3 dont les termes non discriminants ont été écartés.

Définition 26. SoitP = (27,%)un CN,X € 2 eta € dom(X).

Hjw(P,X,) = > ISPICXIl 3T grISPIEe)
Ce? | Xevars(C) Y4€8,(C,X4)

Par la suite, nous appelleronsaz-jw la nouvelle heuristique de choix de valeuty"*. Dans
I'exemple 1, nous obtenons;,, (P, X,) = 1,25 et Hj, (P, X) = Hj(P, X.) = 0,75

En utilisant 'opérateur de sélectiah = max, la valeura est alors choisie. Ce choix correspond
clairement a la meilleure évaluation des deux branches correspondantas et X # a. En effet,
toutes les valeurs déom(X ), quand elles sont affectéesXd menent a la suppression de deux valeurs
du domaine dé&’, alors qu’en supprimant du domaine deX, deux valeurs sont également supprimées
du domaine d&” la ou aucune valeur ne serait supprimée en enlévant: du domaine deX.

Cependant, dans I'exemple H,;,, ne permet pas de distinguer les différentes valeurs dev <
{a,b,c,d}Hj,(P,Y,) = 0,75), bien qu'affecter la valeut &Y supprime deux valeurs dm(X) la ou
sélectionnel” = ¢ ne supprime qu'une valeur.

Définition 27. SoitP = (Z7,4) un CN, X € 2" eta € dom(X).

Hino(P, X,) = > 2% SpI(C, X,)| + Y. [SpI(C,Yy)]
Ce% | Xevars(C) Y,€8pV (C,Xq)
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Heuristique de choix de valeurs .

®

Codage Hg connue 2 nom Stratégie

. ®=max | w(a)=1 0] max-con flicts fail-first

(D)irect . . . .
®@=min | w(a)=1 O min-con flicts promise
®=maz | w(a)=1 @) min-con flicts promise
®@=min | w(a)=1 0] max-con flicts fail-first

(S)upport| ® = maz | w(a) =« N max-inverse promise
®=min | w(a)=« N min-inverse fail-first
® =mazr | wla) =2"¢ N max-jw fail-first

TABLE 3.1 — Résumé : heuristiques obtenueddé&l? et S-HE

Par la suite, nous appelleronsuz-inverse (respectivementnin-inverse) la nouvelle heuristique
de choix de valeur#l"%* (respectivementl"").

En appliquaniH;,,, sur les variablex etY de I'exemple 1, nous obtenons :

Hinv(Pa Xa) =38, Hinv(Pa Xb) = Hinv(Pa Xc) = 10,

Him}(Pa Ya) = Hinv(Pa Y;)) =4 EtHz'n'u(Pa }/C) = Hin'u(Pa Yd) =38

On peut constater quein-inverse méne au méme ordre de valeurs sur la varidblguemazx-jw,
alors que sur la variablg, min-inverse sélectionne une des valewrsub etmazx-jw donne le méme
score a toutes les valeurs du domainé&de

Toutes les heuristiques obtenues$i¢1? et D-HY sont résumées dans la table 3.1, en supposant
gue la sélection des valeurs est limitée aux valeurs du domaine d’'une méntdevdtia effet, sélec-
tionner le meilleur coupleX, parmi tous les couples possibles est trop colteux en temps CPU. Dans
ce dernier cas, il n'existe cependant aucune correspondaneclemninstanciations présentées ci des-
sus et les heuristiques de choix de valeurs connues pour les CSP :lésutestanciations ménent a de
nouvelles heuristiques de choix de couple (Variable, Valeur).

On peut par exemple constater grace a la table 3.1 que I'heuristique dedeheieurs dérivée de
HY (avec® = min etw(a) = 1) en utilisant le codagéD)irect mene a I'heuristiqueonnue(O) min-
con flicts, de stratégigpromise ou encore quél? (avec® = min etw(a) = «) en utilisant le codage
des(S)upportanéne a la nouvelle (N) heuristique appetég-inverse, de stratégig ail- first.

Calculer les heuristiques

Dans le cas général (i.e. réseaux de contraintes impliquant des costraaites), le nombre maxi-
mal de multiplets qu’une contrainte peut admettre espgif ). Pour compter le nombre de supports pour
chaque couple (Variable, Valeur), il faut énumérer pour chaqueaiate I'ensemble des multiplets, ce
qui représente une complexité exied”). Cette complexité correspond au codt pour étalilir, (min-
etmaz-con flicts) de maniére statique, avant la recherche. Dans chaque domaine, les galet triées
en fonction de leurs scores, ce qui permet pendant la recherdfextier le choix de la valeur eni(1).

CalculerH,.. a chague nceud de 'arbre de recherche peut étre envisagé, maiseteldopaucoup
de temps. Si une heuristique de choix de variables a sélectionné undeva¥iala complexité pour
sélectionner une valeur dans le domaine de cette variable e3fl&X)d*] ¢ O(n*~1d*). Les tests
expérimentaux que nous avons effectués dans cette voie se sons éatalgtrophiques, méme sur des
réseaux binaires.

Pour calculerH ;,, et H;,,, il est possible de proceder en deux étapes. Tout d’abord, onleddcu
nombre de supports pour chaque valeutdnad”) comme ci-dessus. Ensuite, le score de chaque valeur
pour H;,, et H;,, peut étre calculé facilement : en supposant§jp® (C, X,) peut étre obtenu ef(1),
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FIGURE 3.2 — Ecart relatif du nombre d’instances résolues par les différenteistigues par rapport a
I'heuristiquerandom. (timeout = 1200s)

la complexité dans le pire des cas pour cette deuxiéme passe est la mémerdagpauiere. On peut
donc calculeit;,, et H;,, enO(ed").

3.1.3 Expérimentationss

Pour montrer l'intérét pratique de notre approche, nous avons implangéfientes heuristiques
décrites dans cette section sur notre plate fofs&”4.J [V 10N 2006] et conduit une expérimentation
sur 'ensemble des 3 115 instances utilisées lors de la seconde compétitinatintele de prouveurs de
CSP vaN DONGENet al. 2006A, LECOUTRE2006, ] (a I'exception des instances pseudo-booléennes,
celles-ci impliguant des contraintes implicites d’arité trés élevée ne permettmfédnumérer les sup-
ports). CSP4J a fonctionné sur une machine virtuelle Sun Java 5 équipéprdcesseur Intel i686
cadencé a 2,4 GHz et de 1 024 Mio de RAM.

L'algorithme de recherche employé est MGAC équipé de I'algorithme démfége AC-3™ et de
I'heuristique de choix de variable®m /wdeg. Toutes les heuristiques de choix de valeurs ont été im-
plentées de maniére statique : un ordre est établi avant la recherelseedixe pendant tout le processus
de recherche [MHTA ET VAN DONGEN 20031].

Le résultat de la comparaison des heuristiques sur I'ensemble des isstintae compétition est
donné sur la figure 3.2. La figure montre I'écart relatif du nombre d'icssnmésolues en moins de
1200 secondes par rapport a I'heuristique de choix de vateurdom. Toutes les heuristiques présen-
tant un écart relatif positif permettent de résoudre plus de probléemesagdem. Les résultats géné-
raux montrent quenax-inverse se révéle étre la meilleure heuristique sur 'ensemble des instances.
L'autre heuristique orientégromise, min-con flicts, donne également de bons résultats. Cependant,
on peut constater que la plupart des instances académiques sontfanili@ibent résolues par notre
prouveur quelle que soit I'heuristique de choix de valeurs utilisée. Sun$ances aléatoires et in-
dustrielles (eal), les heuristiquegpromise présentent un bon comportement. En résume, I'heuristique
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Instance random | mazx-jw | max-cfl | min-cfl | min-inv | mazx-inv
os-taillard-5-95-0 50,58 82,67 74,29 111,75 54,7 83,55
os-taillard-5-95-1 8,31 10,16 5,82 7,44 7,16 6,48
os-taillard-5-95-2| 850,20 462,80 49,22 558,89 189,97 46,25
os-taillard-5-95-3 35,26 23,01 25,95 30,88 22,34 26,59
os-taillard-5-95-4 | 1 195,40 112,87 151,11 201,37 97,33| timeout
os-taillard-5-95-5| 376,77 269,18 192,79 71,93| 137,06 308,33

median-5-95 | 89,39] 7851| 72,03] 9294] 63,07] 107,29
os-taillard-5-100-0 timeout 248,64 6,68 45,12 417 | timeout
os-taillard-5-100-1 45,07 73,91 24,29 5,64 12,87 158,54
os-taillard-5-100-2 timeout 239,67 | timeout | timeout | timeout | timeout
os-taillard-5-100-3 timeout | timeout 36,69| 692,08| timeout | timeout
os-taillard-5-100-4 77,16 | timeout | timeout | timeout | timeout | timeout
os-taillard-5-100-5 timeout | timeout 829,96| 703,45| timeout 251,02

median-5-100 | >1200 | >1200 | >1200 | 402,33] >1200| 433,33

TABLE 3.2 — Résultats sur des isntances d’Open Shop de taille 5x5. Le timeougestlfiX00 secondes
de temps CPU. Les instances 5-95- sont insatisfiables, les instancBs $oh0satisfiables

maz-inverse semble finalement la plus robuste.

Pour obtenir une idée plus précise des comportements des stratégiese et fail-first, nous
donnons sur la figure 3.3 une comparaison détaillée entre les deux helesspiqpposéesaz-inverse
(de stratégievromise) et min-inverse (de stratégiefail-first), sur toutes les instances satisfiables
d’'une part, et insatisfiables d’autre part. Les points proches de lardilgoorrespondent a des instances
résolues de maniére similaire par les deux heuristiques. Les points sougdaaliaont les instances
pour lesquelles I'heuristique représentée en ordonnéesiici;inverse), résoud plus rapidement les
problémes, et vice versa. Wimeout a été fixé a 600 secondes. Les insthances qui ont fait I'objet
d’un timeout pour 'une ou l'autre heuristique sont représentés sur l'axe: 600s ou y = 600s
correspondant.

Sur 'ensemble des instancesin-inverse est clairement moins performantes gquex-inverse (le
nuage de points est plus dense sous la diagonale). Cependant, sirgjudites instances satisfiables et
insatifiables, on se rend compte que I'heuristigue-inverse (de typefail- first) est en fait meilleure
sur les instances insatisfiables. La figure 3.4 confirme ce comportemenhehe ici a trouver toutes
les solutions a un ensemble de problémes aléatoires. Pour trouver toutdatiess, il faut obligatoire-
ment parcourir tout I'espace de recherche. Dans ce cas, unetlugigrigil- first commemin-inverse
parvient a réduire substantiellement la taille de I'arbre a développer.

Finalement, nous hous sommes intéressés tout particulierement aux profil@pes Shop, et avons
testé nos heuristiques sur les instances d’Open Shop de Taillatd fRD 1993] (cf section 1.1.2. Les
instances d’Open Shop les plus difficiles sont les instances insatisfiabtdeep de la solution optimale :
pour prouver qu’une solution en temjpsest optimale, il faut prouver qu’il n’existe pas de solution en
tempsT — 1. La table 3.2 montre d’'une part le temps CPU employé pour prouver quilgtét pas
de solution en temp&% x Topr, et d’autre part le temps CPU employé pour trouver une solution en
tempsTppr. Dix instances ont été testées dans chaque cas, et le résultat médiauaites résultats
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FIGURE 3.4 — Recherche de toutes les solutions : performances comparéesidaverse et mazx-
1nverse, temps CPU par rapport au temps CPU sur des instances aléatoires

pour les six premiéres instances sont montrés dans le tableau. Ici dasdreuristiquegail- first sont
plus efficaces sur les instances unsatisfiables et les heuristigu@sse plus effiaces sur les instances
satisfiables.

3.1.4 Enrésumé

Dans cette section, nous nous sommes attachés a convertir des heurigtiguastiement pour SAT
en heuristiques de choix de valeurs pour les CSP. Graces aux calilagpes et par supports, hous avons
montré comment dériver de nouvelles heuristiques de choix de valeurdegoQSP. Ces heuristiques
nous ont permis de mesurer pour la premiére fois I'impact des décisioitvgmsais aussi négatives
effectués par les algorithmes de recherche a branchement binairélig&ntla formulation générale
de Jeroslow-Wang « a deux faces », nous avons introduit une relédiomentre les relations existantes
entre les heuristigues SAT et CSP.

Nous avons également montré expérimentalement que les heurisfigilegir st (respectivement
promise) sont plus efficaces pour résoudre des problemes insatisfiablpedctieement satisfiables).
Des variantes simples des heuristiques basées sur Jeroslow-MWangverse et maz-inverse) NOUS
ont permis de résoudre plus d'instances satisfiables et insatisfialieid’pasemble des instances issues
de la compétition de prouveurs de CSP que les heuristiques classiques.

Nous avons constaté que pour les instances insatisfiables, ou patherHEmsemble des solutions
d'un probléme, il est payant d'utiliser une stratégie de typd- first. Nous pensons que ce phéno-
mene s’explique par la capacité de I'heuristique de choix de varidblegwdeg de réfuter rapidement
des sous-arbres insatisfiables. En effet, une heuristique de choied®sf ail- first devrait permettre
d’'orienter la recherche sur les sous-arbres insatisfiables, et, imeefax-ci éliminés, I'espace de re-
cherche est rapidement réduit.

Finalement, bien que nos résultats expérimentaux semblent confirmer quectiemee les diffé-
rentes heuristiques de choix de valeurs reste faible, nous pensdmegtiEtre utile de bien comprendre
I'impact des différentes stratégies de branchement. Selon nous, pluddtigue de choix de variables
et les méthodes d'inférence seront efficaces, et plus il sera irdatalssuivre le principgail- first au
niveau des valeurs.
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3.2 La méthode Breakout et les CSP

Les méthodes de recherche développées pour la résolution de CSReappat généralement a
une des deux grandes familles : algorithmes systématiques et algorithmebeiehe locale. A I'heure
actuelle, on utilise généralement I'algorithme MGAC pour résoudre une testam CSP. Le principal
inconvénient de ces algorithmes basés sur le retour-arriere, c'essiqgune mauvaise hypothése est
faite au départ, il faudra explorer un sous-arbre de taille potentiellengsnintiportante sans succeés. En
établissant la consistance d’arc généralisée a chague nceud de kartiraite en partie ce probleme
en détectant a I'avance les hypothéses qui ne méneront a aucunensidatoN ET FREUDER 1994].
Une autre possibilité est d'utiliser des heuristiques de choix de variabieeptant de se focaliser sur les
parties les plus difficiles du CN, ce qui permet également de réduire le eafifiypothéses a effectuer
avant d’effectuer des retours-arriedem /wdeg est a ce jour une des heuristiques de choix de variables
généralistes les plus efficacesdBsSeEMART et al. 2004A, ]. Bien gu'ils ne tirent généralement pas
profit des méthodes d’'inférence comme GAC, les algorithmes de recHecete commeHill-Climbing
Min-Conflicts[M INTON et al. 1992, ] ou laRecherche Tab{GALINIER ET HAO 1997] sont souvent
beaucoup plus efficaces que les algorithmes systématiques pour troeveolution sur les problémes
de grande taille. Cependant, les algorithmes de recherche locale sanplet®y c’est a dire qu'ils ne
fournissent aucune garantie de trouver une solution ou de prouveshiémence d'un probléme.

L'idée de combiner les avantages de la recherche systématique et daediecheclocale en concevant
des algorithmes hybrides n’est pas neuve, et de nombreux travawtuntié la coopération entre la
recherche locale et la recherche systématique, au point de deveréritable défi pour les problémes
de satisfaction de contraintesfSvAN et al. 1997, ]. Dans cette section, nous présentons une approche
hybride consistant a alterner I'exécution de deux algorithmes, un deelygue. De plus, nous proposons
de faire interagir ces deux algorithmes entre eux et d'établir une cdapébasée sur I'apprentissage et
la communication d’informations d’une exécution a l'autre.

Les travaux présentés dans cette section restent préliminaires. lls dobfat d'un article présenté
lors des Troisiéemes Journées Francophones de la Programmation paxir@es (JFPC'2007) [\ON
2007].

3.2.1 Recherches alternées

La maniére la plus simple d’hybrider deux algorithmes reste de les lanceralejea et de s’'arréter
dés qu'un des deux renvoie une solution. Comme il est possible d'utiliseysteBme de redémarrage
avec la plupart des algorithmes (en utilisant un critere d’expiration), payssons ici de les lancer en
séquenceDans les deux principes d’hybridation, les algorithmes restent indép&ndinsi, les avan-
tages des deux stratégies se combinent : s'il existe une meilleure stratégigngmrobléme donné (par
exemple, la recherche locale pour les problemes denses de grande tailegecherche systématique
pour les problemes incohérents), un temps limité sera perdu avec les mastasggies de recherche.

De plus, grace a notre principe séquentiel, il est possible d’extrairerdenreuses informations inté-
ressantes d’'une exécution a I'autre, méme si la recherche échone ndaniére similaire aux technigues
décrites dans [MzURE et al. 1998, ] ou [TERRIOUX 2001], dont nous discuterons ci-dessous. Nos tra-
vaux se focalisent sur I'alternance de I'algorithme systématique MGAC utili$auristique de choix
de variableglom /wdeg avec WMC. Nous montrons comment des informations peuvent étre transmises
d’'un algorithme a I'autre, et comment la combinaison de ces algorithmes mémeadmétioration glo-
bale du processus de recherche sur les CSP structurés.
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FIGURE 3.5 — Répartition des poids aprés une exécution de WMC sur scen11-f8

A propos de la pondération de contraintes

Le principal défaut des techniques de recherche systématique comm& M&4ADien connu : de
mauvaises hypothéses au début de la recherche peuvent condyilerarade trés grands sous-arbres qui
peuvent étre évités si I'heuristique est capable de se focaliser setitegous-problémes trés difficiles
ou méme inconsistants. On dit alors que le prouveur est soumitrashing» : il redécouvre les mémes
incohérences un grand nombre de fois. D’'autre part, on peut cangteteertaines instances ne sont en
réalité pas tres difficiles a résoudre (par exemple, I'arbre minimal pouvprdeur incohérence est trés
réduit), mais peuvent avoir un comportemertieavy tailed» si elles sont mélangées aléatoirement et
résolues plusieurs fois : lors de certaines exécutions, les temps ddiggssant alors trés importants.

La pondération de contraintes utilisée gam /wdeg a été congue pour identifier les sous-problemes
difficiles et permet de limiter grandement les phénoméneisadhing et heavy-tailsur les problémes
structurés [®USSEMARTet al. 20044, ].

Mazure et al. [MhzZURE et al. 1998, ] indiquent que les statistiques sur les contraintes violées pen-
dant la recherche locale peuvent étre utilisées efficacement comme moaclene recherche systéma-
tique. On peut donc penser que le poids des contraintes obtenu apaesitien de WMC se révelera
trés utile pour initialiser les poids diem /wdeg. La figure 3.5 montre I'efficacité pratique de cette hypo-
thése. Le graphe représente la répartition des poids des contrairgesiaprsimple exécution de WMC
sur un gros probléme incohérent d’allocation de fréquences radiBAR)L. Apres 50 000 itérations, les
28 contraintes connues pour appartenir a au moins un noyau minimalemangigant (mises en évi-
dence sur la figure) obtiennent un poids moyen de 2 590 alors que lerpoigsn sur I'ensemble des
4 103 contraintes est de 136.

Utiliser une recherche systématique partielle pour extraire des nogpds

Le principal avantage de la recherche systématique réside dans sdéapgarouver I'incohérence
des problemes. En utilisant une recherche binaire comme décrit en se@&itnIheuristique effec-
tue une hypothése de type = a a chaque noeud, ce qui crée deux sous problermesC(P|x—,)
et GAC(P|xxq). Les deux sous-problemes sont explorés en séquence jusqu’auce golution soit
trouvée ou que l'incohérence des deux sous-problémes soit prouvée

Afin d’'améliorer les performances de la recherche et éviter le probléemedavaises hypotheses,
I'utilisation d’'une stratégie de redémarrage combinée avec des heuristidatatives s'est révélée tres
efficace pour résoudre les CSP avec MGAGOMES et al. 2000, ]. Un nombre maximal de retour-
arriéres est fixé, et la recherche est interrompue et reprise du admide nouvelles hypothéses. Ce-
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o KA

FIGURE 3.6 — Un arbre de recherche interrompue

pendant, cela signifie que toute la recherche effectuée avant le redgmast perdue. Lecoutre et al.
proposent d'utiliser des nogoods afin de garder une trace depsuhismes inconsistants et éviter de
les explorer plusieurs fois fcouTRrREet al.2007c, ].

Quand la recherche expire, des nogoods sont identifiés a partir déaextraites d’'une partie
limitée (de taille linéaire) de la trace de I'arbre de recherche, et ajoutésaauéle contraintes sous
la forme de nouvelles contraintes. Tous les nogoods sont des conséquegiques du probléme et
peuvent étre considérés comme des contraintes additionnelles et netdsngiai enregistrent le travail
effectué par les algorithmes. Pour des raisons pratiques, la taille desdsogst limitée de sorte que le
graphe de contraintes ne devienne pas trop dense. Plusieurs nagaotls méme portée sont fusionnés
naturellement pour former une contrainte unique.

Le nombre de nogoods stockés a I'expiration d’une recherche ast par le nombre d’hypothéses
encore en courau moment ou la recherche est interrompue. Le nombre d’hypothésteegsaX = a)
est borné par le nombre de variablesLa taille des nogoods stockés dépend directement du nombre
d’hypothéses positives. Pour ne pas créer de contraintes d’aritémpmptante, difficiles a gérer, on
limite le nombre d’hypothéses positives prises en compte, et donc la taille desdx) & (en général,
on choisitp = k, I'arité maximale des contraintes). Le nombre d’hypotheses négativeatestllement
borné pamd. Le nombre de nogoods appris a I'interruption de chaque exécutiororstdans le pire
des cas d®(pnd). On a la garantie que pour un arbre de recherche partiel donné, il ne pewoir de
nogoods subsumés par (c’est a dire consistant une conséqu@mpedale) un autre nogood. Le hombre
de nogoods est donc minimal.

D’autre part, lescope c’est a dire les variables impliquées par les nogoods appris, estllahest
limité. En particulier, la variable choisie comme premier point de choix, a la raeiterécherche, appa-
raitra dans tous les nogoods de taille 2 ou plus. De méme, les deux premi¢seaihoix apparaitront
dans tous les nogoods de taille 3 ou plus. De cette maniére, on peut mortrgangile pire des cas,
I'ensemble des nogoods appris en fin de recherche représentdrgnt scopedlifférents. Cela garantit
gue si on stocke les nogoods sous forme de contraintes, le nombretdartes additionnelles restera
limité, en particulier si on limitep & une valeur relativement faible (en général, 2 ou 3).

Exemple 2. La figure 3.6 donne un exemple d’arbre correspondant a une ohehieterrompue. L'heu-
ristique a dans un premier temps effectué I'hypoth&se 1, qui a été réfutée. Lhypotheseé +# 1 est
alors envisagée, ce qui revient & supprimer définitivement la valeurldrdéX') (nogood de taille 1).

On effectue alors I'hypothesE = 2, puisY = 3, qui est également réfutée. On sait maintenant que
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Algorithme 36 : learnNoGoodsP = (27, %) : CN)

1 scope < ()

2 tuple < ()

3 pour level + 0 a |history| — 1 faire
4 X « historyllevel]

5 scope <— scope U X

6 sidC € € | vars(C) = scope alors

7 \ soitC' la contrainte telle quears(C') = scope

8 sinon

9 soitC' la contrainte universelle telle quers(C) = scope
10 L C+— Ul

11 tuple < tuple U L

12 pour chaquev € dom™*(X) | removed|[X,] = level faire
13 tuple[level] « v

14 L supprimertuple deC

15 | tuple[level] < dom(X)[0]

(X,Y) = (2,3) n"apparaitra pas dans les solutions du CSP. Il s’agit d'un nogoodlIte2gon peut
I'écrire sous la formeX # 2 VY # 3).

On envisage alors I'hypotheseé = 1, qui est a nouveau réfutée. On peut donc apprendre le nogood
X #2VZ#1.

Finalement, on teste I'hypothe3e = 4, puisZ = 2, cette derniere étant réfutée. On apprend donc
le nogoodX #2VY #4V Z # 2.

On peut aller Iégerement plus loin que I'approche proposée marduTREet al. 2007c, ] en enre-
gistrant également toutes les valeurs supprimées par la consistancaudaomment ou les hypothéses et
leurs réfutations sont effectuées. Par exemple, si aprés avoitugfidrypothéseX = 2, on supprime les
valeurs 1 et 2 du domaine d&par consistance d’arc, on obtient également les nogdogs2 VY # 1
etX £2VY #2.

Nous proposons d'utiliser I'algorithme 36 pour apprendre les noggodsmpris ceux qui ont été
déduits par consistance d'arc. Cet algorithme suppose que I'on didhasensemble ordonné story
comportant I'ensemble des variables faisant actuellement I'objet d’'unmetiégse positive. D'autre part,
on dispose également d’une structurenoved[X,], qui stocke pour chaque couple (variable, valeur)
le niveau ou la valeuX, a été supprimé (ou une valeur par exemple négative si la valeur n'a pas été
supprimée).

Pour I'exemple 2history = {X,Y, Z}, ou encoreistory[0] = X, history[l] =Y, etc. Dans le
méme exemple, on a aussimoved|[X;| = 0, removed|Y3] = 1, removed[Z1] = 1, removed|Z3] = 2
(plus toutes les valeurs qui ont pu étre supprimées aux divers niyeaida consistance d’arc ou autre
méthode d’inférence). On peut limiteistory ap éléments pour limiter la taille et le nombre de nogoods.
On reconstitue les nogoods par ordre de taille, chaque « taille » correspandn tour de la boucle
principale. Le premier tour correspond aux nogoods de taille 1, et e de&s contraintes unaires, ce
qui correspond a supprimer des valeurs du domaine initial des varidblesaque tour de boucle, le
scope évolue donc (ligne 5) {X} au premier tour{X,Y} au second, etc. Pour chagsepe, on
recherche la contrainte correspondante, en introduisant une comwaimerselle le cas échéant (lignes
6-10). Finalement, pour chaque valeur supprimée au niveau con@espip on supprime un multiplet de
la contrainte (lignes 12-14). Tout comme la structstepe, la structurguple est progressivement créée
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FIGURE 3.7 — Le systéme d’hybridation

a chaque tour de boucle (lignes 11 et 15). A noter qu'a la ligneld’,(X) est forcément un singleton
puisqueX a fait I'objet d’'une hypothése positive.

Les prochaines exécutions de WMC et MGAC pourront toutes deux utdsicontraintes addi-
tionnelles pour guider la recherche ou filtrer 'espace de recherclseefficacement, d'une maniere
similaire aux propositions de FRRIOUX 2001]. Cependant, il faut relativiser I'impact de ces nogoods,
puisque I'apprentissage d’'un nogood de taillanplique I'exploration d’une fraction potentiellement
importante Q—p) de I'espace de recherche (éxid"™), pour mémoire, soif)(d" ) éléments de I'espace
de recherche). Pour maximiser le nombre de nogoods appris par undgierée MGAC, on utilise une
heuristique de choix de valeurs orient@el- first commemax-inverse (cf section 3.1).

Algorithme hybride

Une information supplémentaire peut étre conservée depuis MGAC versharche locale : quand
MGAC expire, I'affectation partielle courante, ainsi que tout le réseacotéraintes résultant est arc-
consistant. Il est possible de générer I'affectation compléte initiale pou€\Veidartir de ce réseau.

Toutes les variables affectées conservent leurs valeurs. Les matrasles sont affectées de ma-
niére gloutonne : une valeur est sélectionnée dans les valeurs aistaotes restantes, de sorte que
aussi peu de contraintes que possible soient violées. WMC cherchaakgparer cette affectation. Une
récapitulation de I'algorithme final est présentée figure 3.7.

Bien que WMC et MGAC ne nécessitent pas d’'autres parameétreswquéicrations et max BT,
respectivement, trouver les bonnes valeurs fut extrémement délicatalagtae idéal dépendant encore
une fois fortement du probléme a traiter. Une quantité limitée de ressourtérdaallouée a chaque
algorithme. Nous avons donc cherché a faire en sorte que chaquighaigoutilise autant de ressources
I'un que l'autre.

La durée d'une exécution de WMC peut étre contrdlée en fixant un reoméaximal d’itérations. La
durée d’'une itération dépend fortement de la taille du probleme. Notre implandatia effectue asymp-
totiquement envirori’% itérations par seconde sur des CSP aléatoires binaires avec un purcess
i686 cadencé a 3 GHz. Notez que pour des problémes industriels commeHA® RRadio Link Fre-
guency Assignment Problem) ou FAPP (Frequency Assignment ProhidnPalarization constraints),
nd atteint facilement 20 000 et dépasse les 2 000 000 sur les plus grosseEéss(qui sont cepen-
dant facilement résolues par MGAC de par la nature hautement hétérdgeres problémes). Notre
implantation Java de MGAC effectue asymptotiquement envif84%-°% hypotheses par seconde sur
des problémes binaires aléatoires.
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Algorithme 37 : Hybrid(P =(2°,%) : CN, maxIter : Entier) : Booleen

1 maxTries + 1
2 maxBT <+ mazxlter x i—z

3 répéter

4 startTime < now()

5 répéter | mazT'ries| fois

6 essayer

7 | retourner WMC(P, maxIter)
8 capturer Expiration

9 W MC Duration < now() — startTime

10 startT'ime < now()

11 | essayer

12 | retourner MGAC(P, maxzBT)

13 capturer Expiration

14 MGAC Duration < now() — startTime

15 learnNoGoods(P)

16 mazlries < a x mazrlries

17 maxBT < o x maxBT x WMC Duration/MGAC Duration

L'algorithme hybride final est décrit par I'algorithme 37. Nous utilisons urtanésme de levée et
de capture d’exceptions lorsque le critére d'interruption d'un algorithshatteint, aux lignes 7 et 12.
Dans ce cas, I'algorithme n’est pas interrompu, mais reprend a la ligremslavcapture de I'exception.
A chaque itération de I'algorithme hybride principatazTries exécutions de WMC sont effectuées
avecmaxIterations itérations au maximum (lignes 5-8), puis MGAC est exécuté une fois avec une
limite de maxz BT retour-arriéres (lignes 11-13). A chaque foisgzTries etmax BT sont augmentés
par un facteur, de sorte que MGAC puisse étre complet. Dans le pire des cas, cecirslreviguand
maxBT > d". max BT est ajusté dynamiquement a la ligne 17 de sorte que les ressources altaées
recherche locale et a la recherche systématique soient identiques.

3.2.2 Discussion

L'idée d’hybrider une recherche locale avec une recherche systgman’est pas nouvelle, et plu-
sieurs travaux étudient la coopération entre les deux types de reel{eoihsection 1.3.4). L'approche
hybride que nous présentons dans le présent article tombe dans la preaté&gorie d’hybridation que
nous avons recensée, avec quelques élements des autres sectisingofimidée principale reste d'al-
terner entre une recherche locale et une recherche systématiqueappartient clairement a la premiére
catégorie. En apprenant et en conservant des informations subléimped’'une exécution a l'autre, un
algorithme peut guider l'autre, et vice versa. Cet apprentissagetmpaolutdt aux deux autres caté-
gories. Un des principaux avantages de la premiere catégorie est gueellmase sur des algorithmes
longuement étudiés, et que toute amélioration apportée a lI'une des techwigpeofiter a I'ensemble
du systéme.

L'approche proposée dans (MURE et al. 1998, ] est particulierement intéressante, puisque, comme
la nétre, elle tombe dans la premiére catégorie. Mazure et al. choisiseéfattiier plusieurs exécutions
d’une recherche locale en utilisant I'algorithme TSAT (un algorithme dearetie Tabu pour le probléme
SAT), avec un nombre limité dépsettries. Si TSAT échoue, des statistiques obtenues sur les contraintes
falsifiées pendant la recherche sont utilisées pour résoudre le m®bia un algorithme complet, ainsi
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gue pour extraire un noyau inconsistant. Cependant, contrairemeiteaatgorithme, TSAT n’utilise
pas directement le poids des contraintes, et I'heuristique utilisée par Ercbehsystématique n’est pas
adaptative. Tout en confirmant les résultats de Mazure et al. appligyd33P, nous pensons donc que
notre approche est a la fois plus naturelle et plus robuste.

[EISENBERG ETFALTINGS 2003] avaient déja émis l'idée que les poids obtenus aprés une exécution
d’'un algorithme utilisant la méthode Breakout pouvaient mettre en évidersceayaux insatisfiables.
Eisenberg montre expérimentalement que cela fonctionne sur les instangpe doloration de graphes.
Nous montrons que cela fonctionne également sur des instances rédi@egifet autant pour des
instances insatisfiables que sur les instances satisfiables. Notre algorahphgsvioin en proposant
d'apprendre des informations dans les deux sens

Pour montrer I'efficacité de la pondération de contraintes pour identifigudees les plus diffi-
ciles des problemes, nous avons essayé de lancer chaque algorithtles sistances incohérentes du
problémeQueens-Knightsll s’agit d’une fusion du probléme cohérent des Reines avec |dérs
incohérent des Cavaliers, comme décrit dansyBSEMARTet al. 20044, ]. Le probléme constitué par
50 reines et 5 cavaliers est modélisé par 55 variakles 2 500) et 1 235 contraintes. Il contient un
noyau minimalement inconsistent (MUC) de 5 variables et 5 contraintess Aym& premiére exécution
de WMC avec 50 000 itérations, les 5 contraintes impliqguées dans le MUC obttammpoids de 5 127
ou 5 128. Toutes les autres contraintes ont un poids inférieur ou égabid’'@n effectue une simple
exécution de MGAC avec 4 000 retour-arriéres (ce qui consomme la méanitgude ressources que
50 000 itérations de WMC sur ce probléme), les 5 contraintes du noyawsgpeativement un poids
de 1 891, 1 765, 120, 1 et 1. Trois autres contraintes obtiennent us geid et les autres contraintes
gardent leur poids initial de 1.

Cette expérimentation montre que WMC peut étre bien plus efficace que MGACigentifier
des noyaux incohérents, et prouve l'efficacité potentielle de notreelpgr Résoudre le probléeme des
Queens-Knightavec notre prouveur hybride est fait en une exécution de WMC deddfhdes suivi
d’une exécution de MGAC de 78s (2 468 retour-arrieres). L'algoritM@AC seul effectue 6 exécutions
pour un total de 328s et 12 652 retour-arrieres.

3.2.3 Expérimentations

Les expérimentations sont effectuées par notre prouveur CSP41 earlangage Java 5, sur un
cluster de machines virtueles Sun Java 5 pour pour Linux, chacuneéégdipn processeur x86-64
cadencé a 2,4 GHz et 1 Gio de RAM. Nous avons comparé les performdesalgorithmes suivants
(les paramétres sont choisis pour étre empiricalement optimaux pour déérpes aléatoires binaires
au seuil a 50 variables et 23 valeurs) :

— MGAC avec redémarrages seul (en augmentant a chaque redémaaraf 1 de 50%) et appren-
tissage de nogoods comme décrit en section 3.2.1. Notre algorithme MGAG@Gseéssir I'algo-
rithme d’établissement de I'arc consistance généralisée GAQI3ECOUTRE ETHEMERY 2007]
MCRW avecp fixé a 0,4 etl 50 000 itérations par tour
Tabu avec une liste Tabu fixée a 30 élemeni$et00 itérations par tour
WMC avec2 000 itérations par tour
Notre approche hybride ave@00 itérations par tour pour WMC, et aveecax BT etmaxTries
augmentés de 50% a chaque tourf 1,5).

Les problemes aléatoires, de nature trés homogene, sont une bameacéfpour estimer le com-
portement asymptotique des algorithmes. Nous avons comparé MGAC, WiiQa@notre algorithme
hybride sur une série de problémes aléatoires difficiles présentaniid¢ésivariées. Nous fixons= 50
etd = 23 et faisons variet ete de telle sorte que tous les problémes soient situés au sesil{2124.),

. L ) i In(1-t)
Quand la dureté des contraintes diminue, le nombre de variables (et demslgdiu graphe) augmente,
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FIGURE 3.8 — Résolution d’'instances aléatoires

et vice versa. Pour que le théoréme permettant le calcul du seuil soitapelita dureté des contraintes

doit étre inférieure &,5. D’autre part, il faut quez < C? pour pouvoir concevoir le probléme, ce qui

correspond & = 0,12 pour les problémes a 50 variables et 23 valeurs d’aprés la formule sursie®n

a également forcé les problémes a étre cohérents (cf section Tdufs les instances sont au seuil et
cohérentesOn essaye alors de résoudre les différentes instances obtenues dighs de 600 secondes,

et on compte combien d’instances ont pu étre résolues.

Les résultats obtenus sont montrés sur la figure 3.8. lls montrent queqieMGAC soit ex-
trémement puissant sur les problémes peu denses, aux contraintedetuedgorithmes de recherche
locale sont plus efficace a I'opposé, sur les problemes denses auaictas laches. Ce sont aussi des
problémes considérés comme plus difficiles. Sur des problémes aussidmesagie ces instances aléa-
toires, la pondération de contraintes est pratiquement sans effet. ffesypnces décevantes de I'algo-
rithme hybride sont donc compréhensibles. Cependant, on peut comgtatBalgorithme hybride est
plus robuste, dans le sens ou le nombre global d’instances résolysgseshportant que pour MGAC
seul, tout en restant susceptible de résoudre des instances intebéEautre part, la mesure de la
densité ou de la dureté n’est pas fiable pour des probléemes structtéésgeées, puisqu’ils peuvent
étre composés de plusieurs sous-problémes difficiles ayant chacwalanedifférente de dureté ou de
densité. On ne peut donc utiliser ces mesures, dans I'état actuel descpour sélectionner le meilleur
algorithme pour un probléme donné. Lutilisation d’algorithmes hybridessi@suest donc particuliére-
ment intéressante dans un environnement « bofte noire », ou I'on negpepiar sur aucune information
sur la nature des problémes.

Nous avons également exécuté les différents algorithmes sur toutes lesésade la Seconde Com-
pétition Internationale de Prouveurs CSRN DONGENet al. 20064, ]. Les algorithmes de recherche
locale n’étant pas congus pour résoudre les problemes impliquant oiggiotes d’arité élevée (ce qui
nécessiterait un traitement non booléen des contraintesifGER ET HAO 2004]), les problémes conte-
nant des contraintes d'arité supérieure a 4 ont été ignorés (il s'aghtsllement des probléemes de
pseudo-booléens ou impliquant des contraintes globales). Nous awmosereé les instances pour les-
guelles au moins un des algorithmes a pu trouver une solution, et avons élisiinétences incohé-
rentes.
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MGAC MCRW Tabu WMC Hybrid
série nb | rés | temps| rés | temps | rés | temps | rés | temps | rés | temps
all interval 13 12 0,44 | 13 0,89 | 12 0,57 | 13 0,68 | 13 2,45

gcp-gwh-bgwh| 253 | 248 0,78 | 253 0,60 | 253 0,41 | 246 0,76 | 253 2,11
aim 96 | 94 0,52 | 64 8,95| 63 17,20 | 86 0,50 | 82 0,85

fapp | 147 | 141 | 11,20 | 142 4,20 62 | >600,00| 132 2,44 | 141 125,77
ruler 9 8| 17,42 5 59,34 5 8,87 6 12,00 8 9,98
shop | 127 | 103 191| 76 46,08 | 56 | >600,00| 110 1,18 | 104 6,33

par| 18| 16| 0,89| 10 0,56 | 10 0,56 | 10 056 | 14 7,24
queens| 20 17 592 | 18 0,98 | 19 0,92 | 18 0,84 | 19 32,54
ramsey| 11 9 468 | 11 2,60 9 354 11 1,71 11 22,28
rifap 25 25 268 | 25 1,97 19 1,71 21 1,14 | 24 0,96
rand-d&>n | 94| 94| 389 | 31| >600,00| 16 | >600,00| 33| >600,00| 42 | >600,00
rand-ckn | 672 | 561 | 22,32 | 550 37,98 | 592 19,70 | 589 22,62 | 582 22,41

TABLE 3.3 — Resultats sur des instances satisfiables
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FIGURE 3.9 — Comparaison de WMC et MGAC sur des instances structurées (iestainaires unique-

ment)
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FIGURE 3.10 — Comparaison de WMC et MGAC sur des instances aléatoires

Les résultats obtenus sont reportés dans la table 3.3. Pour chaqunalgpla colonneésindique
combien de problémes ont pu étre résolus en moins de 600 secondekydrgbraes Tabu et MCRW
sontintéressants des lors que leurs parameétres corresponderd €a prpbleme (notamment ici les pro-
blemes aléatoires ou les probléemes qwh/qcp). L'algorithme hybride pagvimarhbiner la puissance de
MGAC et de WMC en réussissant a résoudre globalement le plus gramgreale problémes structurés.

La figure 3.9 représente le temps utilisé pour résoudre une instancereakgmuthme par rapport a
un autre. Les points proches de la diagonale correspondent a desésstésolues de maniére similaire
par les deux algorithmes. Les points sous la diagonale sont des instancdegguelles I'algorithme
représentées en ordonnées (ici WMC) est plus efficace. On prajettessaxest = 600 ouy = 600
les instances qui n'ont pas été résolues par I'un ou l'autre des algositi@eée figure met en évidence
I'intérét d'utiliser WMC par rapport a MGAC pour certaines classes ifijgées d’instances aléatoires,
en particulier les problémes d'atelieshpp, den dames ueenyou d’allocation de fréquencedfap).

La figure 3.10 confirme simplement les résultats de la table 3.3 concernaniddspes aléatoires :
WMC est plus efficace sur les problémes binaires telsdyuen.

La table 3.4 montre le comportement de MGAC et de notre prouveur hybridmeusérie de pro-
blemes industriels (RLFAP, Open-Shop) et académiques incohérentstddales cas, le nombre global
d’affectations pour MGAC est beaucoup plus faible en coopération A C que seul, ce qui prouve
I'efficacité des techniques d’'apprentissage proposées. Dans latpliggacas, le temps CPU global est
également meilleur. Parfois, en particulier sur les instances faciles ou koemdrop de temps est perdu
lors de la recherche locale (ssrenll1-f80s-95-50u 0s-95-8par exemple) par rapport au temps gagné

sur MGAC.
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MGAC-dom /wdeg seul hybrid

instance runs assgns CPU TunsWM%PU TquGAESiZT!Wd?PU total CPU
scenll-f8 1 13596 107,9 1 126,4 1 470 19,1 1455
scenll-f7 2 38 692 268,4 1 124.,8 1 2924 31,9 156,7
scenll-fé 2 40 323 293,5 1 129 1 6 894 62,1 191,1
scenll-f5 3 68 307 713,3 2 258,3 2 47692 | 378,6 634,3
0s-5-95-2 7 79599 105,8 1 20,8 1 3148 10,7 31,5
0s-5-95-5 4 30 262 52,1 2 39,5 2 11372 29,2 68,7
0s-5-95-8 4 24 137 55,5 2 47,0 2 12543 30,2 77,2
gK-50-5-add 6 12 652 328,0 2 188,0 2 2 495 79,3 267,3
gK-50-5-mul 7 13 482 452,3 2 398,0 2 2 495 73,0 525,3
gK-80-5-add | > 10 | > 38000 | > 6000,0 3 854,9 3 6395 | 603,1 1558,0
gK-80-5-mul >9 | >25000 | > 6000,0 2 | 1666,2 2 6395 | 971,6 2637,8

TABLE 3.4 — Résultats sur plusieurs problémes difficiles

3.2.4 Enrésumé

Dans cette section, nous avons introduit une approche hybride ené&hlerche systématique et la
recherche locale, respectivement représentées par les algorithm&sS BtGVMC. Nous proposons un
systeme d’apprentissage pour améliorer les performances des derithalge. Des expérimentations
avec nos implantations de MGAC, MCRW, recherche Tabu et WMC, bas#dss derniers résultats
publiés, et sur de nombreux benchmarks disponibles ont montré la rebeiste notre approche, avec
de bons résultats en particulier sur les instances structurées, bien gtalleet leur nature soient trés
variées.

Tout en confirmant les résultats obtenus pamrMRE et al. 1998, ] sur le probléme SAT et [E
SENBERG ETFALTINGS 2003] sur les problémes de coloration de graphes, nous amélioronktesise
entre les deux algorithmes en liant de maniére trés naturelle les heuristiquéssifier chaque algo-
rithme grace notamment a l'utilisation de I'heuristiqlen /wdeg. Ceci nous a mené a une stratégie de
recherche robuste ou 'impact de la recherche locale et systématiquétmeiinement paramétrée.

Ces travaux restent préliminaires : d’autres informations pourraiehtragat étre extraites d’'une
exécution d’'un algorithme, et un paramétrage adaptatif des algorithmesaip@méliorer encore la
robustesse de la recherche. La possibilité de lancer plusieurs algorihrpasalléle doit également étre
prise en considération.

Un avantage non négligable des algorithmes hybrides basés sur déthadgsitrés connus et étu-
diés, comme MGAC et la recherche locale existe : en effet, a chaqueeprsignificatif obtenu sur I'un
ou l'autre algorithme, c’est I'ensemble de I'algorithme hybride qui bénétieemeilleurs résultats de
chacune des méthodes de recherche.

3.3 Conclusion

Aprés nous étre attachés, dans le précédent chapitre, a améliorehlgistes d’inférences géné-
riques utilisées pour la résolution générale des CSP, nous avons ichélieaméliorer les méthodes de
recherche permettant de résoudre en pratique un grand nhombrerntgstde probléme¥ P-complets.

Les principales améliorations pouvant étre apportées aux algorithmeslueralee sont de deux
ordres :

— Tout d’abord, la flexibilité des algorithmes de recherche nous sembleinipimordial. Les heu-

ristiques les plus évoluées restent des approximations susceptibleseddefaierreurs, et il nous
semble important de tout faire pour que ces erreurs aient un impact limitésqerfermances de
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la recherche. Le développement d’'algorithmes de branchement bjrigrsisatégies de redémar-
rages ou I'hybridation avec les algorithmes de recherche locale sont detaoies ouvertes vers
le développement d’'algorithmes capables de résoudre un CSP de la niampire intelligente
possible.

— Les heuristiques, qui permettent aux algorithmes systématiques d'erortelligemment la re-
cherche de maniére a rendre chaque hypothése la plus cohéreribdeppgsmettent de réduire
grandement le nombre de possibilités a explorer. On va chercher a lesrami@liplus possible,
par exemple d’'un point de vue syntaxique en chercharfoamerle plus possible les heuristiques.
En prenant en compte le plus possible d'informations disponibles sur Ié&prebon réussit a
mieux déterminer les hypotheses les plus intéressantes. C'est dans tigtie gpe nous avons
développé les heuristiques de choix de valeurs décrites dans la section 3.1

Aujourd’hui, les techniques d’apprentissage nous semblent suscepdiblaire progresser I'effica-

cité des prouveurs sur les deux plans. D’une part, en enregistranibdeods, il est possible de mettre
de cbté toute une partie de I'arbre de recherche sans perdre le tffactiié. D’autre part, 'accumu-
lation de statistiques au cours de la recherche, telle la pondération deirtestigérées par WMC et
dom/wdeg, ou des approches similaires a celles introduites paZMRE et al. 1998, ], permettent aux
heuristiques d’apprendre de leurs erreurs et ainsi de devenigsgigement de plus en plus efficaces au
cours de la recherche.
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Chapitre 4

CSP4J : une bibliotheque de résolution de
CSP « boite noire » pour Java

Ce chapitre présente I'aboutissement des travaux décrits dans ce docliowtes les techniques et
algorithmes décrits précédemment ont été mis en place dans un prouveSPd®@;u comme une API
« boite noire » ijlack boy de résolution de probléemes CSP et Max-CSP pour le langage Java/d-es s
témes de programmation par contraintes actuellement disponibles sonigdeétaconcus comme des
« boites de verre sg(ass bo), peuvent étre paramétrés tres finement et sont pratiguement degdaiga
programmation a part entiére. Cependant, les prouveurs travaillantgabléme SAT suivent généra-
lement le précepte de boite noire, influencés par la prépondérancendeétitions dans la communauté
SAT. L'idée est de donner le moins de travail possible a I'utilisateur, dted’®ier automatiquement («
intelligemment ») le plus possible de paramétrages. L'expertise demandé#isateur, en particulier
dans le domaine de la programmation, doit étre aussi limitée que possible. Daedléair des cas, il
n'aura qu’'a définir son probléme, le soumettre au prouveur et obteaisalution sans avoir préala-
blement choisi aucune méthode ni paramétiedPt 2004]. Le développement récent de compétitions
de prouveurs de CSRAN DONGENet al.2006a, ] et I'apparition de nouveaux prouveurs inspirés des
prouveurs SAT [&NT et al.20064, ] sont autant de symboles de I'intérét de la communauté scientifique
pour cette nouvelle optique.

CSP4J est en développement depuis 2005 et a rapidement acquisrtaimeeamaturité, lui ayant
permis de participer aux premiéres compétitions avec des résultats cdftantsionné I'optique « boite
noire » dans lequel CSP4J a été développé, nous essayons de ddmaraies d'informations possible
a l'utilisateur. D’autre part, nous ne nous sommes pas focalisés sur I'impteméd le développement
d'un grand nombre de contraintes globales, bien que le modele objet sarmuffisamment flexible
pour en ajouter a l'infini. A 'heure actuelle, CSP4J ne propose que lbreédntrainte globale « all-
different », équipée d’un algorithme de propagation spécifique simple.

CSP4J implante tous les « moteurs de recherche » décrits dans le chapitre @adeiment.

— MGAC, est un prouveur complet basé sur I'algorithme bien connu MGAG[S ET FREUDER
1994] utilisant I'heuristique de choix de variablésn /wdeg [BOUSSEMARTet al. 2004a, ] et
I'heuristique de choix de valeuraax-inverse statique. MGAC est le moteur le plus polyvalent
et est proposé par défaut.

— MCRW, est un prouveur incomplet basé sur I'algorithmeMin-Conflicts Hill-Climbing with
Random Walk§M INTON et al. 1992, ]. Ce moteur peut étre utilisé pour résoudre les problémes
de type Max-CSP de maniere incompléte dans un environnement « anytime »tele peut étre
interrompu a tout moment, et la meilleure solution trouvée obtenue. Cette teclpeiguétre trés
intéressante en particulier pour obtenir des solutions « faisables » en underoglcul tres faible.
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— Tabu, est une alternative a MCRW et dispose de caractéristiques similairdfeciue une re-
cherche Tabu [GLINIER ET HAO 1997] souvent considérée comme plus robuste qutdille
Climbing

— WMC, est un autre prouveur incomplet basé sur la métigrdakout{fM orRRIS 1993]. Les ca-
ractéristiques sont similaires a MCRW et Tabu, mais ne fonctionne pas vitaordas probléemes
Max-CSP, et reste plutot destiné a I'obtention rapide d’une solution faisab

— Combo, est un prouveur complet basé sur une hybridation entre MGAC et Wifi§&¢tion 3.2).

Lors de la résolution d’un CSP, la consistance duale conservativedstrigppliquée au probleme
lors d’une phase de prétraitement.

Notre API est disponible sous la licence LGPLTEELMAN 1999]. Pour montrer I'intérét de la
bibliothéque, nous avons développé plusieurs applications de démomsttatites disponibles sous la
licence GPL [SALLMAN 1991]. L'une de ces applications consiste en un compilateur d’instamnces a
format XCSP 2.0. C’est cette application qui a participé aux compétitionsalevgurs de CSPVAN
DONGENet al. 20064, ]. Cette application implante une contrainte « prédicat » permettant de compiler
les contraintes en intention ou en extension définies par le format XCSP 2.0.

Parmi les autres applications, nous proposons :

— un générateur et prouveur de problémes aléatoires, utile pour é{ladmehmarkles algorithmes

et les machines,

— un extracteur de noyaux minimaux instatisfiables (MUC pour Minimal Unsdtisfi@ore), dont
I'objectif est d’extraire un ensemble de variables et de contraintes mininstigfiable a partir
d’'un CSP insatisfiable plus grand,

— un prouveur de problémes Open-Shop, capable de recherchauldtisns faisables et éventuel-
lement la solution optimale de problémes d’Open Shop,

— une application capable de résoudre un Sudoku de taille quelconque.

4.1 Résoudre un CSP dans une boite noire

Les compétitions de prouveurs montrent que I'utilisation de prouveursaramgtrés pour résoudre
un tres grand nombre de problémes différents est possible. Dans éedsmicompétitions de prouveurs
CSP, les problémes sont définis par le format trés général XCSP 2.0.

Afin d’'étre capable de résoudre n'importe quel type de probléme, C&&8éXoncu avec deux régles
d’'or en téte : généricité et flexibilité. Le choix du langage orienté objet Sava&té fait dans I'optique
d'une meilleur flexibilité. La conception orientée objets de CSP4J permet déliserdles problemes
sous forme d’objets.

Quelques classes et interfaces forment le coeur de CSP4J, comme détitdmgramme UML
représenté figure 4.1 : les clasgesoblem, Variable et Constraint définissent une instance de CSP.
Linterface Solver est « implémentée » par chacun des moteurs de recherche disponibles.

La classeVariable : Elle peut étre utilisée directement via son constructeur par défaut : Imnpam
domain contient simplement le domaine de la variable (c’est a dire I'ensemble dess/glealla variable
peut prendre) sous la forme d’'un tableau d’entiers.

La classeConstraint :  Cette classe abstraite doit étre spécialisée pour définir une contrainte spé-
cifique a un probléme. En particulier, il faut surcharger la méthode #@estfack() de maniére a ce
gu’elle retournerrai oufaux en fonction de la valeur du multiplet courant. On peut accéder aux valeurs
du multiplet gréce a la méthodetV alue(int variable Position), variable Position correspondant a

la position de la variable dans la contrainte, comme définie parole= dans le constructeur. Le listing
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Constraint
Variable 1..n ; i
+ Constraint(scope : Variable[])
+ Variable(domain : int[], name : String) [~ + check() : bool
+ getName() : String # getValue(variablePosition : int) : int
1 \ + revise(variablePosition : int, level : int)
..n —
__—  1l.n
////*/ «interface»
- ProblemGenerator
Problem =/ > + generate()
+ load(generator : ProblemGenerator) : Problem + getVariables()

+ getConstraints()

«interface»
Solver

+ runSolver() : bool
+ getSolution()

Q

AbstractSolver

+ AbstractSolver(problem : Problem)

FIGURE 4.1 — Principaux éléments de CSP4J du point de vue de I'utilisateur

public final class DTPConstraint extends Constraint {

final private int durationO;
final private int durationl;

public DTPConstraintfinal Variable[] scope,
final int duration0, final int durationl) {
super(scope);

this.duration0 = durationO;
this.durationl = durationl;
}
@Override

public boolean check() {
final int value0 = getValue (0);
final int valuel = getValue (1);

return valueO + duration0 < valuel || valuel + durationl < valueO;

Listing 4.1 — La contrainte temporelle disjonctive (DT)
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final Predicate predicate =mew Predicate ();
predicate .setExpression (" (X®_X1_<_X2)_ ||, (X2_+_X3_<_X0)");
predicate.setParameters ("imX0_int_X1_int_X2_int_X3");

final PredicateConstraint dtpConstraint =
new PredicateConstraint(scope, predicate);
dtpConstraint.setParameters(scope[0].getName () * * durationO
+ "_" + scope[l].getName() + " + durationl);

try {
dtpConstraint.compileParameters ();

} catch (FailedGenerationException e) {
System . err.println ("Failedto_compile_ constraint");
System . exit (1);

Listing 4.2 — Définir une contrainte DT par des prédicats

4.1 donne un exemple simple de contrainte : la contrainte temporelle disjonciivestcau centre des
problémes d’atelier. On peut alternativement utiliBeedicateConstraint pour définir une contrainte,
comme sur le listing 4.2. Cependant, la clagsedicateConstraint fait partie de I'application Com-
petitor de CSP4J, qui est disponible uniqguement sous licence GPL.

Il est également possible, si nécessaire, de surcharger la méthade(int variable Position, int
level) afin de développer des propagateurs spécifiques a une variable, Bimévision sera effectuée
par un algorithme générique de consistance d’arc.

La classeProblem : Elle permet de représenter un CSP. On va utiliser I'interfacehlemGenerator
pour définir une classe permettant de générer le probleme a résoadrad&®inir un probleme, il faut
créer une classe « implémentant » I'interfd@eblemGenerator. Une instance du probléme sera char-
gée par un appel a la méthode statiqgueroblem.load(ProblemGenerator). Linterface
ProblemGenerator ne définit que trois méthodes :

— generate() : cette méthode est appelée lors du chargement du probleme (par la méthode
Problem.load()). Elle peut étre utilisée pour créer les contraintes et les variables.

— Collection (Variable) getVariables() : cette méthode doit renvoyer 'ensemble des variables du
probléme.

— Collection (Constraint) getConstraints() : cette méthode doit renvoyer I'ensemble des
contraintes du probleme.

Linterface Solver et la classeAbstractSolver : Ces deux objets sont au cceur des moteurs pour
CSP4J. Tous les moteurs de CSP4J sont des classes qui spécidlisenictSolver. La méthode
runSolver() lance la résolution et renvomrai si le probléme est satisfiable daux sinon. La mé-
thodegetSolution() permet alors de renvoyer la derniére solution trouvée (la meilleure solubiovéte

a un instant donné pour un probléme Max-CSP). Pour utiliser CSP4J commpeuveur Max-CSP
incomplet, il faut exécuterun.Solver() depuis un thread afin de contrdler son exécution.

Pour illustrer comment CSP4J peut étre utilisé dans une application Java, g 4istiméfinit le
problémes des Pigeons décrit dans la section 1.1.2, en utilisant une cligoatdgntes de différence
(), a l'aide de la contraint®redicateConstraint. Une fois le probléme défini et chargé, le processus
de résolution peut étre exécuté en quelgues lignes de code (listing 4.4).
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4.1. Résoudre un CSP dans une boite noire

public class Pigeons implements ProblemGenerator {
final private int size;
final private List<Variable> variables;
final private Collection<Constraint> constraints;
final private Predicate predicate;

public Pigeons(nt size) {
this.size = size;
variables =new ArraylList<Variable >(size);
constraints =new ArrayList<Constraint >();
predicate =new Predicate ();
predicate.setExpression ("¥X0=_X1");
predicate.setParameters ("inX0_int_X1");

}

public void generate ()throws FailedGenerationException {
final int [] domain = new int[size — 1];

for (int i = size — 1; —i >= 0;) {
domain[i] = i;
}
for (int i = size; —i >= 0;) {
variables .addifew Variable (domain, "V" + i));
}
for (int i = size; —i >= 0;) {
for (int j = size; —j >= 1 + 1;) {

constraints.add(diff(variables.get(i), variables.d¢)));
}

}
}

private Constraint diff (final Variable varl,
final Variable var2) throws FailedGenerationException {
PredicateConstraint constraint mew PredicateConstraint(
new Variable[] { varl, var2 }, predicate);
constraint.setParameters(varl.getName() +' "+ var2.getName());
constraint.compileParameters ();
return constraint;

}

public Collection<Variable> getVariables () {
return variables;

}

public Collection<Constraint> getConstraints () {
return constraints;

}
}

Listing 4.3 — Le probléme des Pigeons
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public static void main() throws FailedGenerationException, |IOException {
final Problem problem = Problem.load(10);
final Solver solver =new MGAC(problem);
final boolean result = solver.runSolver ();
System.out. printin(result);
if (result) {
System . out. println(solver.getSolution ());

}
}

Listing 4.4 — Résoudre le probleme des 10 pigeons

Les classesX M LGenerator et PredicateConstraint . Afin de participer aux compétitions interna-
tionales de prouveurs CSPAN DONGENet al.2006a, ], et pour avoir acces a la grande bibliotheque de
problémes mise en place a I'occasion de ces compétitiors PUTRE 2006], la possibilité de charger
des problémes au format XCSP 2.0 élaboré a I'occasion des compétittonDONGEN et al. 20063,

] a été réalisée. La class€e M LGenerator, qui implémenteProblemGenerator, permet de charger
un probléme, en créant toutes les variables et les contraintes définias figrier xml au format XCSP
2.0. La seule ligne de commande nécessaire pour obtenir un probléme &'parfichier .xml est alors
par exemple :

Problem prb = Problem.loachew XMLGenerator("instances/probleme.xml"))

X M LGenerator va créer des contraintes, soit en intentiétrédicateConstraint) soit en exten-
sion (ExtensionConstraint, fourni avec CSP4J). Si il s'agit d’'une contrainte binaire en extensite
sera enregistrée en utilisant les structures de données présentéestanion 2.1. Les prédicats définis
pour les contraintes en intention sont compilés grace a la libtafie [M ETLOV 2006]’. Pour des rai-
sons d'efficacité, et pour permettre I'utilisation de certaines techniquegeteprécédemment, comme
la consistance duale conservative ou encore les opérations bit-a-bittHade@&roblem.load() tente
alors de convertir un maximum de contraintes en extension, jusqu’a I'@léguisement de la mémoire
allouée a la machine virtuelle.

4.2 Une application : résoudre un probleme d’Open Shop

Le probleme d’Open Shop, qui généralise les problémes d’ordonmemtéout en restant tres simple
et trés difficile a résoudre de maniére optimale, est particulierement iraétgssur évaluer les perfor-
mances d’'un systéme de programmation par contraintes. Le probléme éstidas la section 1.1.2.
Nous avons choisi de résoudre des problémes d’'Open Shop défiratde format adopté par Guéret
et Prins pour leur article [GERET ET PRINS 1999]. Christelle Guéret met ainsi a disposition 80 pro-
blemes types de taillex 3 210 x 10. Chaque fichier contient une ligne de commentaires identifiée par le
caractére «! », deux lignes indiquant respectivement le nombre de raaghigt le nombre de travaux
j, et enfin une matricex x j, chacune deg lignes contenant les: durées des taches, séparées par un
espace (voir un exemple listing 4.5).

La premiére étape sera de lire ce fichier et de modéliser le probléme egaensé sous forme d'un
probléme de décision : est-il possible de trouver un ordonnancement degtaches tel que toutes les
taches soient réalisées au bout d’'un teffiet que les contraintes de ressources soient satisfaites ? Nous

7. JEL est disponible sous licence GNU GPL et est redistribué avec pisatjpns test de CSP4J. La licence GPL nous
interdit de distribuePredicateConstraint sous licence LGPL comme la librairie CSP4J elle-méme.
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I FILE GP05-01.TXT. 1ST LINE=M, 2ND=N, OTHERS=MATRIX P MXN
5

5

289 26 35 649 1

1 316 366 254 63

392 1 570 34 3

21 1 1 45 932

297 656 28 18 1

Listing 4.5 — Exemple de fichier décrivant un probléme d’Open Shop de %ailé

développerons ensuite un algorithme capable de déterminer I'ordomenteptimal en tempsp pr
par approximations successives.

4.2.1 Modélisation

Le probleme d’Open Shop est construit entierement a partir de contreisgasctives de type; , —
Xij >dij VvV X;;— X > d;y (cfsection 1.1.2). La contraintépConstraint décrite par le listing
4.1 implante une telle contrainte. Le constructeur de la contrainte prend comamégbees un tableau
constitué des deux variablgs(; ;, X; ,} représentant les temps de départ des deux taghest ¢, 1,
ainsi que leur durée via deux parametres consténtet d; ;. La classeltpConstraint ne définit pas
de fonctionrevise spécifique et le probléme sera donc résolu par un algorithme MACZ3 classique.

Linterprétation du fichier ne présente pas de difficulté particuliere. Ni#fmissons une classe
OpenShopGenerator qui « implémente » l'interfac&roblemGenerator. La construction du généra-
teur ne nécessite qu'un paramétre : le chemin d’accés au fichier défirlssgaobléme. Le constructeur
lit le fichier et crée un tableau d’entiers a deux dimensiens;j contenant la durég; ; de chaque tache.

La classe@)penShopGenerator contient les attributs suivants :

— Le tableau d’entiers a deux dimensiaiig| précité
Un tableau de variables a deux dimensions représentant le temps deadfenarchaque tache
Les taillesm etj du probleme
Le temps limitel". Une méthodeetU B permet de fixer cette limite manuellement. Par défaut,
elle est fixée a la limite haute calculée patU B
Une collection de contraintes qui contiendra les contraintes du probléme

Deux méthodes getLB et getUB permettent respectivement de calculestimatéon bassé) p et
hauteTy g deTopr (Voir ci-dessous).

La méthodegenerate est « implémentée ». Elle crée toutes les variables. Le domaine de chaque
variable X; ; est un ensemble continu d’entiers compris entre @' et d, ; inclus. On crée ensuite
simplement les cliques de contraintes « verticales » puis « horizontales »ufef i page 11) par des
boucles « pour » imbriquées.

La méthodegetV ariables renvoie le tableau de variables linéarisé en une simple collection, et
la méthodegetConstraints renvoie simplement la collection de contraintes générée par la méthode
generate.

La résolution du probléme de décision pour un teffigeut alors étre exécutée de maniéere similaire
au probléme de pigeons du listing 4.4. Il arrive que la solution trouvée lelao# un temps inférieur a
T (en particulier siI” est largement supérieurfy pr). La méthodecvaluate renvoie le temps global
d’une solution renvoyée par un prouveur de CSP4J.
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Algorithme 38 : findOpt(file : Chemin d’accés) : Entier
1 openShop < new OpenShopGeneratgi(e)

2 b <+ openShop.getLB()

3 ub < openShop.getUB()

4 tant que ub > (b faire

5 test < (ub+1b)/2

6 openShop.setUB(est)

7 solver < new MGAC(Problem.loa@dfpen.Shop))

8 result < solver.runSolver()

9 if result then

10 ‘ ub + openShop.evaluatefolver.getSolution())
11 else

12 | 1b < test+1

13 retourner ub

4.2.2 Déterminer un ordonnancement optimal

Beaucoup de travaux de recherche sur les problémes d’ordomenten particulier en recherche
opérationnelle, se focalisent sur le calcul d'une limite bdsse et une limite hautd, g de la durée de
I'ordonnancement optimalppr. SiTrLp = Ty, alorsTopr = Trp = Typ. Etant donné qu'il s'agit
d’une simple application de démonstration, nous nous dommes contentésithalgs simplistes et peu
précis pour calculer des bornes des problemes d’Open ghdpB renvoie le maximum de la somme de
chaque ligne et de chaque colonne de la matrice des durées (les protéeGigdret et Prins comme ceux
du listing 4.5 sont générés de telle sorte que la somme de chaque ligne efjde chkbnne vaut 1 000).
Nous obtenons une limite haute trés grossiére, renvoyégepdiB, en additionnant le maximum de la
somme de chaque ligne avec le maximum de la somme de chaque colonne (sqib2i0@3 problemes
de Guéret et Prins). Notez que plli®est proche d&ppr, a8 gauche comme a droite de la limite, plus le
probléme de décision est difficile (il y a un phénomene de seuil).

On cherche alor§p pr par approximations successives dichotomiques comme présenté par 'algo-
rithme 38. On peut noter qu'il est possible d'interrompre I'algorithme a tounerd et d'obtenir les
meilleures borne% . g etTy g prouvées au moment de l'interruption.

Les tables 4.1 montrent des exemples de progression de I'algorithme ariesdemps d’exécution
sur une machine virtuelle Sun Java 6 fonctionnant sur un processelr @d\bits cadencé a 2 GHz
et équipé de 1 Gio de RAM. Chaque ligne correspond a un tour de boedlalgorithme 38. Les
colonnedb etub indiquent les borne$;, g et Ty g connues lors de l'itération courante, et la colofihe
la limite qui sera testée par cette itération. La colonnég» indique le « temps de préparation » de
l'instance, en particulier la conversion des contraintes en extension'@fjplaiter les opérations bit-a-
bit et le calcul du nombre de supports de chaque valeur pour les heugistq les tests de détection de
révisions inutiles. Etant donné la tres grande taille des problétnesl(, e = j x C7, + m x C?) etla
complexité des opérations de chargemer®éni?), ce temps, bien que polynomial, n’est en général pas
négligeable. Pour la méme raison, la Consistance Dual Conservativeséaédutilisée pour ces tests. La
colonne «ch » indique le temps de la recherche proprement dite par MAC. La colorakxindique
le temps € T) correspondant a la solution trouvée par I'algorithme. Les temps derohehpour les
plus gros problemes peuvent étre extrémement importants (plusieurs peureertaing0 x 10). Pour
ces problémes, on peut adopter une stratégie alternative en remplaggme & de I'algorithme 38 par
test < ub—1. Le nombre d’appels a runSolver() sera bien plus important, mais les prebk&résoudre
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GP-06-01 GP-07-01
b ub T chr rch sol Ib ub T chr rch sol
1. [ 1000| 2000 | 1500 | 254 0,5 1328 1. [ 1000 2000 | 1500 | 36,8 0,5 1411
2.1 1000 | 1328 | 1164 14,1 4,1 | UNSAT 2.1 1000 | 1411 | 1205 22,8 0,3 1195
3.1 1165| 1328 | 1246 16,1 6,4 | UNSAT 3.1 1000 | 1195 | 1097 18,5 2,6 | UNSAT
4. | 1247 | 1328 | 1287 17,6 1,4 1282 4.1 1098 | 1195 | 1146 20,6 4,2 | UNSAT
5. | 1247 | 1282 | 1264 16,5 2,7 1264 5.1 1147 | 1195| 1171 21,4 0,3 1165
6. | 1247 | 1264 | 1255 16,0 6,9 | UNSAT 6. | 1147 | 1165 | 1156 20,8 5,2 | UNSAT
7. 1256 | 1264 | 1260 16,4 7,0 | UNSAT 7.1 1157 | 1165| 1161 20,9 0,3 1160
8. | 1261 | 1264 | 1262 16,4 6,8 | UNSAT 8. | 1157 | 1160 | 1158 20,8 5,6 | UNSAT
9.1 1263 | 1264 | 1263 17,0 7,1 | UNSAT 9.1 1159 | 1160 | 1159 20,7 0,3 1159
total : | 155,5 | 43,3 1264 total : | 203,3 | 19,2 1159
GP-08-01 GP-09-01
Ib ub T chg rch sol Ib ub T chg rch sol
1. | 1000 | 2000 | 1500 61,6 0,7 1419 1. | 1000 | 2000 | 1500 84,1 0,9 1447
2.1 1000 | 1419 | 1209 38,9 0,5 1180 2. | 1000 | 1447 | 1223 53,2 0,6 1220
3.] 1000 | 1180 | 1090 | 30,9| 5,8 | UNSAT 3. 1000 | 1220 | 1110 | 44,2| 26,9 | UNSAT
4.1 1091|1180 | 1135 33,5 8,0 1134 4.1 1111|1220 | 1165 47,5 6,3 1165
5.1 1091|1134 | 1112 32,5 6,7 | UNSAT 5.1 1111|1165 | 1138 46,4 33,4 1137
6. | 1113 | 1134 | 1123 33,2 7,3 | UNSAT 6. | 1111 | 1137 | 1124 44,3 30,2 | UNSAT
7.1 1124 | 1134 | 1129 33,4 | 14,5 | UNSAT 7.1 1125|1137 | 1131 46,0 14,5 1130
8. | 1130 | 1134 | 1132 33,8 8,4 1132 8. | 1125| 1130 | 1127 45,1 34,1 | UNSAT
9.1 1130 | 1132| 1131 335 | 13,3 1131 9. 1128 | 1130 | 1129 45,3 13,7 1129
10. | 1130 | 1131 | 1130 33,7 | 12,9 1130 10. | 1128 | 1129 | 1128 45,4 29,4 | UNSAT
total: | 365,0 | 78,1 1130 total : | 501,5| 190,1 1129

TABLE 4.1 — Exemples de progression de I'algorithme sur divers problémes s$aubalse de C. Guéret.
chg etrch en secondes.

plus faciles. Si I'objectif n'est pas d’obtenir une solution optimale mais uhdisn « acceptable », on
obtiendra également rapidement des bornes supérieures plus préoidésation de la 3B Consistance
pourrait également améliorer grandement les performances sur bdimpes, mais elle n'est pas encore
proposée par CSP4J.

4.3 Extraction de noyaux insatisfiables

Dans les applications réelles, les utilisateurs sont rarement intéressésgonse « insatisfiable ».
Plus que le probleme de décision proprement dit, c’est I'obtention d’uné@osatisfaisant toutes les
contraintes (ou le plus de contraintes possible !) qui présente génénalemiatérét. Si le probléme n'a
pas de solution, c’est qu'il esurcontraint c’est a dire que les contraintes imposées au probléme sont
trop fortes ou trop nombreuses. On va alors chercher a guider I'utilisegesiune solution satisfaisante
en lui indiquant quelles contraintes devraient étre supprimées en prifinitdearétablir la satisfiabilité
du probléme.

Un noyau minimalement insatisfiablé = (%, ¢,) d’'un problemeP = (%,,%,) est un sous-
probléme deP (N C P, c'est a direZ,, C 2, eté, C %,) tel que si on supprime une contrainte
guelconque deV, le sous-probléme résultant est satisfiable. On peut ainsi fournir a bitilis une
liste de contraintes parmi lesquelles au moins une doit étre supprimée afiiable té satisfiabilité du
probléme.

L'application d’extraction de noyaux minimalement insatisfiables (MUC pouiiihUnsatisfiable
Core) proposée par CSP4J se base sur l'algorithmee [HEMERY et al. 2006, ]. Pour dévelop-
per cette application, nous avons besoin d’'une fonctionnalité supplémet¢alt&SP4J : la méthode
Constraint.isActive() renvoievrai sila contrainte a amené a la suppression d’au moins une valeur du
domaine d’'une variable lors de la derniére résolution par un algorithme coidpidracteur de noyaux
travaille sur des instances au format XCSP 2.0 et exploite la clE39d.Generator permettant de
charger des problémes sous ce format.
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Algorithme 39 : active® = (27,%) : CN) : CN
P(Z',€¢")« P
pour chaqueC € ¢ faire

si =C.isActive()alors
L €'+ ¢'\C

A W N P

5 pour chaque X € 2 faire
6 | sifiCec¥ | X cvars(C) alors
| 2= 2\X

[ee]

retourner (P’)

Algorithme 40 : major(P = (2°,%) : CN) : CN
P(Z',€¢")« P
répéter
nbC « |¢”|
MGAC(P')
P’ « active(P")
jusqu'a nbC = ||
retourner P’

a b~ W N P

N o

La méthodewcore se base sur I'heuristiquéom /wdeg pour identifier les noyaux des problémes,
ayant pour hypothése que les contraintes appartenant a un noyet tmndance a avoir un poids plus
important que les contraintes plus « faciles » a satisfaire, (et que les integraux poids les plus
faibles auront tendance a ne pas intervenir dans la preuve d'incortgstaun probléme). Aprés une
exécution, on identifie toutes les contraintes qui ne sont pas interveangfadoreuve de l'inconsistance
(Constraint.isActive() retournefaux), et on les supprime du probléme. Aprés plusieurs exécutions de
cet algorithme, on obtient un majoraft du noyau minimal insatisfiabl& (N C P’ C P). On élimine
alors toutes les contraintes possibles par une méthode dichotomique. G8e4dgerement I'approche
de wcore en travaillant dans un premier temps au niveau des variables (on suppsimarilebles ne
formant pas un MUC).

On distingue donc trois étapes dans I'extraction d’un noyau insatisfiable :

1. Résolutions successives du probleme par MGAC utilisant I'heuristiopug’ wdeg, en supprimant
aprés chaque résolution les contraintes inactives (algorithme 39), gukgtention d’un point
fixe (algorithme 40, qui nécessite dans le pire des@&s appels a MGAC, mais le point fixe
est obtenu rapidement en pratique, d'autant que les appels sucéeSEEAC bénéficient de la
pondération des contraintes des exécutions précédentes).

2. Obtention d’'un MUC au niveau des variables @dr. log(n)) appels a MGAC
3. Affinage du MUC au niveau des contraintes @de log(e)) appels 8 MGAC

Il est important de noter que les poids des contraintes obtenutpafwdeg lors de la recherche
sont systématiguement maintenus d'un appel a I'autre a MGAC. De cette mdihéuristique de choix
de valeurs réalise de bien meilleurs choix lors des appels successifs £ MBAutre part, les poids
donnent également une évaluation heuristique sur les contraintes etiédddes permettant d'identifier
les plus susceptibles d’appartenir a un noyau insatisfiable.
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Algorithme 41 : minimizeVarP? = (2°,%) : CN) : CN
X0, Zp— X
first <= 0; last < |2, — 1
tant que 2, # 0 faire
tant que last — first > 1 faire
middle < (last + first)/2
Ly 2[00, ..., Zplmiddie]}
SIMGAC((21 U 2,,{C € € | vars(C) C 2; U Z,]})) alors
‘ first < middle
sinon
last < middle
55

© 0 N O O b~ W N PR

=
o

[N
[N

2t — 21U Zpllast]
| 2« 2\ llast

retourner (2, {C € € | vars(C) C 23)}

e
w N

[y
N

4.3.1 Un MUC au niveau des variables

Pour obtenir un MUC au niveau des variables, on élimine toutes les variplilearticipent a I'in-
satisfiabilité du noyau. Si en supprimant une variable, le noyau est teujmatisfiable, la variable était
inutile. Si par contre le noyau devient satisfiable, la variable fait partiiatég du MUC. On appelle une
telle variable une « variable de transition ». L'objectif est d’identifier toutevégiables de transition et
de supprimer les autres variables. L'algorithme #dingimizeV ar) réalise cette fonction.

On considére 'ensemblé; contenant toutes les variables de transition. A I'initialisation de I'al-
gorithme, cet ensemble est vide. Lorsque l'algorithme se termfie;ontient toutes les variables du
MUC. L'ensembleZ,, contient les variables dont on ne connait pas encore la nature (vartilean-
sition ou variables inutiles). Lorsque 'on veut minimiser le noyau d'un EN= (27, %), on initialise
Zp = 2 . Lalgorithme se termine lorsqué,, = (). LensembleZ), est ordonné, les variables sont triées
en fonction de leur score d’apres I'heuristigiien /wdeg, Z,[0] contenant la variable la plus contrainte
(dom/wdeg minimal), et donc la plus susceptible d’appartenir & un noyau.

L'approche dichotomique peut permettre d’identifier un grand nombredables inutiles simulta-
nément, mais ne peut identifier de maniere certaine une variable de transigarCibg(n)) appels a
MGAC la ou une approche classique ne nécessite qu’un seul appelACNIGuUr déterminer si une va-
riable est inutile ou non. Dans le pire des cas, si toutes les variablegiappant au noyau, I'algorithme
41 nécessit®(n log(n)) appels a MGAC. Si une seule variable appartient au noyau, I'algorithmé-ne
cessite qué (log(n)) appels 8 MGAC. Une approche classique testant chaque variable irelieitient
nécessit® (n) appels &8 MGAC. On constate donc que I'une ou l'autre des approchetsdionera plus
ou moins bien en fonction de la taille du noyau, qui n’est évidemment passimév

L'ensembleZ,, étant tri¢ en fonction de I'heuristiquiem /wdeg, on suppose que les variables ayant
le plus de chances d’appartenir au noyau sont situées en téte de I'émseinids variables ayant le plus
de chances d’étre inutiles sont situées a la fin de I'ensemble. LorsquéiVise en deux cet ensemble
(ligne 6 de l'algorithme 41), on est donc d’autant plus susceptibles d’éliminegrand nombre de
variables inutiles.

[HEMERY et al. 2006, ] montrent empiriquement que I'approche dichotomique (au nivesicah-
traintes) semble particulierement efficace sur des problémes réels de ¢gmdle comme les RLFAP ou
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Algorithme 42 : minimizeConspP = (27,%) : CN) : CN
16+ 0;6,«%F

2 first < 0;last < |€y| — 1

3 tant que 6, # 0 faire

4 tant que last — first > 1 faire

5 middle < (last + first)/2
6

7

8

9

G, < {6[0], ..., Gp[middle]}

sidX € 2 |3C €%, | X evars(C) vV MGAC(Z ', U%,}) alors
‘ first < middle

SInon

10 last < maiddle

11 L Cp < G,

12 ng — € U Gpllast]
138 | 6+ 6\Gpllast]

14 retourner (27, %)

FAPP (I'approche constructive évoquée dans l'article ne semble passséhte tant du point de vue
théorigue que pratique).

4.3.2 Raffiner le noyau au niveau des contraintes

Une fois obtenu un noyau minimalement insatisfiable au niveau des variablegut chercher si
nécessaire (en fonction du besoin de I'utilisateur) a le raffiner au unidea contraintes. Pour établir
un noyau insatisfiable au niveau des contraintes, on définit la notion datrainte de transition ».
L'algorithme minimizeCons permettant d’'identifier les contraintes de transition et de supprimer les
contraintes inutiles est tres similaire a I'algorithmeénimizeV ar (algorithme 42).

Cependant, si on sait que le réseau sur lequel on travaille est minimalersatigfiable au niveau
des variables, on sait qu’au moins une contrainte parmi toutes les cordriaipieguant chaque variable
est une contrainte de transition. Si avant un appel 8 MGAC on viensaljes de supprimer la derniére
contrainte impliquant une variable donnée, le réseau est obligatoirentisfinbie et I'appel a MGAC
est inutile. C’est I'objet de la premiére partie du test de la ligne 7. Si ceksteirai, on n’effectue bien
s(r pas la deuxiéme partie du test.

Comme précédemmerit;, est trié en fonction des poids associés aux contraintes, ce qui permet
d’éliminer plus rapidement les contraintes inutiles lorsque I'on coupe I'enseanideux a la ligne 6 de
I'algorithme 42.

4.3.3 Expérimentations

On peut choisir de ne pas utiliser I'algorithmenimizeV ar. Dans ce cas, on obtient I'algorithme
wcore original. La table 4.2 donne une idée de l'intérét de minimiser d’abord le uémeaiveau des
variables. Les expérimentations ont été réalisées sur une machine virtuelaa 5 pour Linux équipée
d’'un processeur Intel i686 fonctionnant a 3 GHz. L'écart relatif.jecorrespond au résultat du rapport
(CpUme+mv — cPumc)/ cpumc. On indique un résultat médian pour chaque série de problémes. L'écart
relatif médian indiqué est la médiane de tous les écarts relatifs, et non @asi&atif entre les médianes
des temps cpu.
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4.3. Extraction de noyaux insatisfiables

minimizeCons minimizeVar + minimizeCons
instance vars| cons| runs| cpu vars| cons| runs| cpu e.r. |
Aléatoires (21 problémes)
(2;30; 15; 306;0,23) — 2 23 86 | 499 64,97 26| 109 | 741 59,11 —9%
(2;30; 15; 306;0,23) — 12 28 | 110| 676 94,73 28 | 108 | 664 76,16 —20%
(2;30; 15; 306;0,23) — 15 30| 126| 770 76,26 29 | 116| 795 87,94 | +15%
(2;30; 15; 306;0,23) — 20 29 | 120 | 745 63,3 28 | 136| 939 67,48 +7%
médiane [ 28] 118] 728 76,68] 28] 122] 827 76,16 9%
RLFAP (24 problémes)
scen8 14 23| 124 3,33 5 9 33 0,24 —93%
scenll-f5 20 64 | 353 | 1635,5 14 79| 471 | 3344,95| +105%
scenll-f6 18 45| 229| 248,79\ 17 35| 200 | 216,52| -13%
scenll-f7 18 43 | 229 93,06| 16 39| 245| 100,86 +8%
graph2-f25 14 43 | 223 14,5 13 39| 205 10,95 —24%
graph9-f10 18 54 | 274 27,83 16 42 | 226 18,41 —34%
médiane [ 8] 16] 71| 412 8] 15] 67] 245] —22%
Open Shop Taillard (20 problémes)
0s-4-95-0 4 6 18 2,67 4 6| 20 2,98 | +12%
0s-4-95-1 4 6 14 26,05 4 6 13 23,78 —9%
0s-4-95-2 4 6 13 7,15 4 6 13 6,41 —-10%
0s-5-95-0 5 10| 29| 549,99 5 10| 30| 520,46 -5%
0s-5-95-1 5 10 30 45,94 5 10 27 29,79 —35%
0s-5-95-2 5 10 29 | 3393,61 5 10 28 | 2929,74| —14%
médiane [ 5] 9] 24] 60,72]] 5] 10] 27| 4849] —8%
FAPP (88 problemes)
fapp01-0200-3 7 71 35| 16,07 7 7] 25 446 —72%
fapp02-0250-1 15 17 80 13,12 3 3 18 0,95 —93%
fapp03-0300-6 3 3 20 11,76 3 3 16 0,67 —94%
fapp05-0350-8 7 7 41 87,96 11 11 50 42,02 —52%
fapp05-0350-9 11 11 42 58,33 11 11 50 42,29 —27%
fapp06-0500-3 5 5| 35 23,06 3 3 19 1,13 || —-95%
fapp08-0700-4 15 15| 90 69,66 | 15 15| 83 401 -94%
fapp20-0420-8 10 9 53 12,74 5 5 19 0,89 —93%
médiane [ 7] 6] 30] 328] 5] 5] 21] 043 —88%
EHI (32 problémes)
ehi-90-315-1 19 33| 153 6,14 || 20 35| 193 6,05 —1%
€hi-90-315-13 21 34| 159 6,1 21 34| 193 6,01 —1%
€hi-90-315-15 21 36| 170 19,79 21 39| 237 19,94 +1%
ehi-90-315-21 21 35| 163 8,22 21 36 | 220 8,36 +2%
ehi-90-315-24 20 33| 148 599| 20 33| 180 6,01 0%
médiane [ 21] 33]150] 261 20 33] 193] 266[ +2%

TABLE 4.2 — Extraction de noyaux avec et sans l'utilisation de minimizeVar
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Chapitre 4. CSP4J : une bibliothéque de résolution de CSP « boite noirer=Jgoa

Les performances des deux approches peuvent varier grandémemrobleme a I'autre. Il arrive
frequemment que les noyaux extraits ne soient pas les mémes avec |'uatret dpproche. En effet,
il arrive fréquemment qu’un probléme contienne un trés grand nombreykux minimalement in-
satisfiables, et le noyau extrait dépendra fortement des heuristiquedadtilises expérimentations ne
permettent pas de dégager clairement si une ou l'autre stratégie perrditkéraire des noyaux plus ou
moins grands.

Cependant, en utilisantinimizeVar, on améliore le temps d’extraction sur la plupart des pro-
blémes testés. Le gain est particulierement sensible sur les problémesaw&PRn progrés de prés
d’'un ordre de magnitude. Sur d'autres problémes comme les EHI, la difmest indiscernable. Il est
intéressant de constater que I'on obtient un gain méme sur les problentegedscau la pondération de
contraintes n'a pas vraiment de signification et ou les noyaux sont wékes du probléme initial.

4.4 Conclusion

Malgré le manque de maturité de CSP4J, son comportement lors des deux@seGuenpétitions
Interantionales de Prouveurs de CSRN DONGEN et al. 20064, ] a été plutdt satisfaisant. Les mo-
teurs de recherche MGAC et Combo ont participé lors de la deuxieme compétiie a de nombreux
prouveurs concurrents trés matures, y compris des prouveurs ST grticipé a de nombreuses com-
pétitions SAT. CSP4J était toujours entre $&tlla & place sur 12 a 16, en fonction des catégories dans
lesquelles il a participé. CSP4J dispose de suffisamment de fonctionnalitéparticiper a I'ensemble
des catégories avec des résultats constants. Le moteur MGAC de CSR4lus2r188 problémes, sur
les 3 425 sélectionnés par le comité d’organisation, en moins de trente minutest¢ier Combo en
a résolu 2 173). Nous continuons a progresser au fur et a mesur@mdesaux développements, des
diverses optimisations et des avancées scientifiques.

CSP4J est concu comme une API pour Java 5, développé pour permigttrte application Java
d’exploiter un certaine nombre de techniques évoluées d’intelligenceiatijet en particulier la ré-
solution de CSP. CSP4J fonctionne comme une « boite noire », c’est a tille @gsaye de demander
le moins de paramétrages possible a I'utilisateur. C’est I'esprit méme des tthomgéle prouveurs : un
méme prouveur doit étre capable, sans paramétrage, de résoudre gratr@ nombre de problemes de
natures trés variées.

Cette section a présenté CSP4J du point de vue de l'utilisateur, en morwxrdagplications poten-
tielles de CSP4J : la résolution d'un probléme combinatoire classique d'dymm & I'extraction d’'un
noyau minimalement insatisfiable d’un probléme quelconque.
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Conclusion

Nous avons proposé dans cette thése plusieurs techniques visamidreésn pratique le probleme
N P-complet de satisfaction de contraintes de maniére totalement généricggtea diee indépendam-
ment de la nature du probleme a résoudre. Cette optique de résolutionehabiant plus familiére dans
la littérature associée a la résolution pratique du probléme SAT que dangéedeald programmation
par contraintes, est aussi appelée « résolution par boites noires ».

Nous avons distingué deux grands axes de techniques de résolutiddRde lthférence et la re-
cherche. L'inférence ne vise pas a la résolution proprement dite dl&one, mais exploite le plus pos-
sible les propriétés du réseau de contraintes pour détecter rapidernestelers ou des instanciations
inconsistantes. Cela permet de réduire trés substantiellement la taille dedesqgaoré par les algo-
rithmes de recherche. L'algorithme de recherche a ce jour le plus penfidy MGAC, méle une forme
puissante et efficace d'inférence, la consistance d’'arc généraiséree recherche systématique guidée
par des heuristiqgues génériques adaptatives colamgwdeg.

Nous avons contribué a I'amélioration des techniques d’inférence eieplapoints, mais toujours
en nous concentrant sur la propriété centrale qu’est la consistasme Dans un premier temps, nous
avons proposé une optimisation simple de I'algorithme établissant la consistancde plus rapide
connu, (G)AC-3™, dans le cas des contraintes binaires. En exploitant des structures basées mots
CPU et les opérations bit-a-bit de conjonction et disjonction, nous sommenpa a résoudre bien plus
rapidement un grand nombre de problemes. Nous avons dans un detexigpsestudié le comportement
de plusieurs algorithmes d'inférence connus (AC, Max-RPC, SAC) en litdéar action aux bornes des
domaines discrets. Nous avons obtenu des résultats théoriques imtressi® bons comportements en
pratique sur certaines classes de problémes, et en particulier surtégnpes d’'ordonnancement. Fina-
lement, nous avons proposé une alternative intéressante a la consggtatitamin (établie en prétrai-
tement, c’est a dire avant d’effectuer une recherche), en propasa définition équivalente que nous
avons nommeée la consistance duale. Cette définition nous a amené a conesabjjorithmes, inspirés
des algorithmes établissant la singleton consistance d’arc, capablddidiataonsistance de chemin
de maniére trés efficace en pratique. Nous avons ensuite cherché a limdéfdats bien connus de la
consistance de chemin, et donc de la consistance duale : ces propéiggésitent généralement I'ajout
d’'un grand nombre de contraintes au probléme pour étre établies. Noasesoparvenus a montrer que
la variante conservative, c’est a dire limitée aux contraintes existaniel@nsbleme, de la consistance
duale, est plus forte que la variante conservative de la consistandeedeng c’est a dire qu’elle est
capable d’identifier plus d’instanciations inconsistantes sur un méme régseauatraintes. De plus, I'al-
gorithme proposé pour établir la consistance duale conservative esat@qup trés souvent beaucoup
plus rapide que les algorithmes connus d'établissement de la consistatftendia conservative.

Par ailleurs, nous avons également cherché a améliorer les algorithneehideche, et en particulier
MGAC, tout d'abord en équipant celui-ci d’heuristiques de choix deuwra, souvent négligées par la
communauté scientifique. Nous nous sommes pour cela basés sur I'hearggigeroslow-Wang « a
deux faces », bien connue dans le cadre de la résolution du probléemEséillisant les deux techniques
de conversion de problémes CSP vers SAT les plus utilisées, nous sommesga montrer comment
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Conclusion

cette heuristique se comporterait sur le probléme SAT issu de la convehsip@ 8P quelconque. Cela
nous a permis tout d’abord de retrouver les comportements des heusstiguaoix de valeurs déja
utilisées pour la résolution de CSP, mais aussi de définir de nouvellestitpiarss capables d’exploiter

la bidirectionnalité des contraintes ainsi que les propriétés des brandseonssires effectués par un
algorithme MGAC. Enfin, nous avons cherché a utiliser une hybridatioe antalgorithme de recherche
locale basé sur la pondération des contraintes et un algorithme MGAG] afie, part, de mieux guider
I'heuristique de choix de variableem /wdeg, et, d’autre part, pour exploiter la réfutation de sous-arbres
effectuée par MGAC via I'apprentissage de nogoods.

De maniére transversale, 'ensemble des techniques développéesdairelde cette thése a amené
a la résolution d’'une API pour le langage Java, capable de résoudt&Rrau sein d’une application
Java quelconque. Cette API a été développée dans I'optique « boite nd@eneins de paramétres et
d’expertise possibles sont demandés a I'utilisateur. Cette API nous a mirmiévelopper plusieurs ap-
plications, notamment un programme cherchant des solutions optimales alblésas d’Open Shop, et
un extracteur de noyaux insatisfiables, grace a un algorithenee étendu. Un prouveur basé sur CSP4J
a concouru lors des compétitions internationales de prouveurs CSPesveesdltats encourageants.

La plupart de ces contributions ouvrent encore de nombreusesptveg. La propriété de consis-
tance duale peut servir de modéle a de trés nombreuses formes de ocesisi&relation, plus fortes ou
au contraire plus faciles a établir que les consistances déja existantess basl'utilisation de la consis-
tance d'arc. Les algorithmes permettant d’établir la consistance duale@amsa variante conservative
peuvent trés probablement encore étre améliorés.

L'étude des relations existant entre SAT et CSP, si elle a pu nous permetinettre en évidence
de nouvelles heuristiques de choix de valeurs, nous amene aujouaddaumisidérer les techniques les
plus modernes utilisées sur les prouveurs SAT, notamment la méthode CDRtueistique VSIDS. I
pourra étre tres intéressant de déterminer comment appliquer ces m&thadésolution de CSP.

La méthode d’hybridation proposée dans la section 3.2 de cette théseimgsts st on peut ima-
giner a la fois une forme d’hybridation plus forte, mais aussi des mani@re®fficaces, plus précises
d’exploiter la pondération de contraintes. D’autres statistiques peutrenég@alement apprises d’'une
recherche locale ou systématique, et pourraient étre exploitées pauplaientelligemment vers la
recherche d’une solution ou d’une preuve d'insatisfiabilité.
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Résumé

Nous proposons plusieurs techniques visant a résoudre en pratipiebléme NP-complet de sa-
tisfaction de contraintes de maniére générique. Nous distinguons dendsgasies de techniques de
résolution de CSP : l'inférence et la recherche. Nous avons contiilfaénélioration des techniques
d’'inférence en nous concentrant sur la propriété centrale gu’eshkistance d'arc : optimisations des
algorithmes de consistance d’arc, comportement de plusieurs algorithim&setice aux bornes de do-
maines discrets, et enfin une alternative intéressante a la consistartoente cla consistance duale.
Cette propriété nous a amenés a concevoir des algorithmes de consigtaheenih forte trés efficaces.
La variante conservative de cette consistance est de plus plus forie curesistance de chemin conser-
vative, tout en restant plus rapide a établir en pratique.

Par ailleurs, nous avons également cherché a améliorer MGAC, toudrd’an équipant celui-ci
d’heuristiques de choix de valeurs. Nous nous sommes pour cela heidéwearistigue de Jeroslow-
Wang, issue du probléme SAT. En utilisant deux techniques de convelisiGSP vers SAT, nous mon-
trons comment cette heuristique se comporterait sur un CSP. Enfin, nous evwerché a utiliser une
hybridation entre un algorithme de recherche locale basé sur la pondétaticontraintes et un algo-
rithme MGAC équipé de I'heuristiquéom /wdeg, en exploitant les possibilités d’apprentissage de 'un
et l'autre algorithmes.

De maniére transversale, 'ensemble des techniques développéescizirelde cette thése a amené
a la résolution d'une API pour le langage Java, capable de résoudt&Rrau sein d’'une application
Java quelconque. Cette API a été développée dans I'optique "boite n@@refoins de parameétres et
d’expertise possibles sont demandés a l'utilisateur. Un prouveur bageSP4J a concouru lors les
compétitions internationales de prouveurs CSP avec des résultats geamisa

Abstract

We propose several technigues aimed to solve the NP-complete Consatisfaction Problem
in practice. We distinguish two main approaches : search and infererdeaW® contributed to improve
inference techniques by evolving the central Arc Consistency propaiyoptimized the best AC al-
gorithms, we studied their behavior on the bounds of the discrete domathsyeafinally studied an
interesting alternative to Path Consistency : Dual Consistency. Thisntydpads us to design new al-
gorithms that can establish Path Consistency very efficiently. Conseraial Consistency is stronger
than Conservative Path Consistency, and is much faster to establish.

Besides, we have tried to improve MGAC, first by equipping it of Value @ndeHeuristics. We
studied how the well known Jeroslow-Wang heuristic, from the SAT propleould behave if applied to
the translation of a CSP problem in SAT. Finally, we studied a hybridizationd®mta local search algo-
rithm based on constraint weighting and MGAC, by exploiting the learning abiliidboth algorithms.

All techniques developed during this PhD thesis lead to the developmentest 4RI for the Java
language, namely CSP4J, able to solve a CSP as part of any Java appliiaisofPI is a "black box" :
as less parameters and expertise are required from a user point ofvemlver based on CSP4J took
part in International Solved Competitions with promising results.
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